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Na presente dissertação analisa-se a instabilidade bifurcacional e a resistência de barras com secção
fechada em losango de parede fina sob flexão, dando-se particular relevo à influência do modo de
instabilidade distorcional. Faz-se a uma comparação com o Eurocódigo 3 (EC3). Com base nas
ilações obtidas, procede-se a recomendações quanto à aplicação das disposições regulamentares do
EC3.
A análise linear de estabilidade é efectuada através do software faixas finitas CUFSM e através
da GBT. As cargas de colapso são determinadas recorrendo ao software de elementos finitos de casca
ADINA.
Palavras chave:







Analysis of thin-walled beams with closed lozenge-shaped cross-section under bending
The current dissertation is aimed at analysing the bifurcational instability and resistance of thin-walled
beams with closed lozenge-shaped cross-section under bending, with particular emphasis being gi-
ven to the distortional buckling mode. Furthermore, a comparison between the test results and the
Eurocode 3 (EC3) is made. Subsequently, recommendations are made on the application of the EC3
standards.
The linear stability analysis is made with the aid of the finite strip software CUFSM and the
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1.1 O aço na construção
A extracção e utilização do ferro, que é o principal componente do aço, remonta a 2000 anos a.C.,
prendendo-se, essencialmente, com a produção de simples ferramentas em ferro forjado, na região
da Anatólia e da Pérsia (Walker, 2012). Em finais do século XVIII e inícios do século XIX, o ferro
forjado e o ferro começaram a ser aplicados em vários tipos de pontes, com a «Iron Bridge» (1779)
em Coalbrookdale, Inglaterra, a ser percussora deste tipo de utilização (Sawyer, 1979). O uso deste
material permitiu a construção de algumas das obras mais emblemáticas da revolução industrial,
como a torre Eiffel (1889) (Sebestyén, 1998) ou, no panorama português, a ponte ferroviária Maria
Pia (1877) (Cordeiro e Vasconcelos, 2005).
O aço, uma liga metálica constituída por ferro e carbono, com muito poucas impurezas e menos
carbono do que ferro, foi introduzido na construção no século XIX, tornando-se economicamente
competitivo em relação aos elementos de ferro em meados do século, com o advento de novos pro-
cessos industriais (Segui, 2007). A produção barata e abundante do aço conduziu a um intenso desen-
volvimento da indústria metalúrgica e de todos os sectores a ela ligada, nomeadamente a construção
civil (Carnegie, 1902).
Apesar de o uso do aço na indústria da construção ter principiado na segunda metade do século
XIX, o recurso a elementos metálicos de parede fina só ocorreu com regularidade durante o século
XX (Silvestre e Camotim, 2002). Ainda que este material tenha conhecido grande popularidade em
nações como os Estados Unidos da América e o Reino Unido, o facto de a utilização deste material
para uso civil ter sido restringido durante a segunda guerra mundial impediu a progressão deste tipo
de construção, o que veio a acontecer no pós-guerra, com a expansão e prosperidade desta indústria
até aos níveis actuais, nomeadamente nos países mencionados (Allen, 2006).
Nas últimas décadas, verifica-se uma tendência de aplicação de elementos e estruturas com cada
vez mais elevada esbelteza – termo utilizado para descrever elementos com uma elevada relação
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comprimento-espessura. Esta tendência é suportada pelo grande desenvolvimento das tecnologias de
produção – que tornam esta solução construtiva cada vez mais competitiva economicamente –, acom-
panhadas pela evolução dos métodos de dimensionamento, das normas regulamentares e, também,
das ferramentas computacionais disponíveis (Davies, 2000).
A utilização extensiva de perfis metálicos de parede fina na indústria da construção prende-se,
principalmente, com vantagens que variam desde (Yu, 2000):
• leveza;
• alta eficiência estrutural, devido à sua elevada relação resistência-peso;
• versatilidade na produção, permitindo a produção de elementos com geometrias menos con-
vencionais e maior precisão nos detalhes;
• qualidade homogénea do material;
• Facilidade de pré-fabricação e produção em massa;
• rapidez e facilidade de instalação;
• Redução substancial dos atrasos em obra devido a más condições atmosféricas;
• desnecessidade de cofragens;
• material incombustível;
• material reciclável.
Este tipo de perfil pode possuir grandes dimensões e espessuras pequenas, o que lhe confere um
elevado momento de inércia (Rondal et al., 1992). No entanto, a elevada esbelteza destes elementos




Na análise de estruturas, a classificação das configurações de equilíbrio está intimamente relacionada
com a noção de estabilidade. Quando uma estrutura é sujeita à acção de forças exteriores, esta apre-
senta uma configuração de equilíbrio caracterizada pelos valores dos deslocamentos dos seus pontos.
A estabilidade dessa configuração de equilíbrio pode ser avaliada pelo comportamento da estrutura
quando sujeita a uma «perturbação» provocada por uma acção exterior arbitrária (Reis e Camotim,
2001). A configuração de equilíbrio pode ser descrita como (i) estável, se a estrutura regressa a essa
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mesma configuração quando finda a perturbação; (ii) instável, se a estrutura não regressa à configura-
ção inicial; (iii) neutra, se o movimento da estrutura não afecta o estado de equilíbrio. O conceito de
estabilidade de equilíbrio é ilustrado na Figura 1.1.
(a) Equilíbrio estável. (b) Equilíbrio instável. (c) Equilíbrio neutro.
Figura 1.1: Conceito de estabilidade do equilíbrio (Urutseg, 2009).
Apesar da importância capital que a análise da resistência e da deformabilidade dos materiais tem
para o projecto de estruturas, os fenómenos relacionados com a estabilidade – quer os que dizem
respeito à estrutura como um todo, quer aos elementos isoladamente –, têm, igualmente, um papel
decisivo na segurança das estruturas, particularmente no caso das estruturas mais esbeltas, como
são tipicamente exemplo as estruturas em aço. Estes fenómenos de estabilidade são genericamente
designados «fenómenos de estabilidade estrutural». Contudo, na terminologia portuguesa ligada ao
projecto de estruturas, a palavra «encurvadura» tem sido vulgarmente empregue para designar estes
fenómenos, independentemente da sua natureza (Reis e Camotim, 2001).
A instabilidade de uma estrutura corresponde à transição entre configurações de equilíbrio está-
veis e instáveis. No presente texto, é abordado um tipo de instabilidade que se materializa através
de uma bifurcação de equilíbrio, fenómeno designado por «instabilidade bifurcacional», o qual é
discutido na secção seguinte.
1.2.1.1 Instabilidade Bifurcacional
Tal como ilustrado na figura 1.2, a instabilidade bifurcacional caracteriza-se por (Reis e Camotim):
(i) Uma trajectória de equilíbrio fundamental (linear ou não linear), que se inicia na origem do
diagrama carga-deslocamento.
(ii) Uma trajectória de equilíbrio de pós-encurvadura, que não passa pela origem do diagrama carga-
deslocamento.
(iii) Um ponto de bifurcação, que corresponde à intersecção das duas trajectórias e no qual as confi-
gurações de equilíbrio da trajectória fundamental passam de estáveis a instáveis.
A análise dum problema deste tipo, envolve a determinação (i) das coordenadas do ponto de







Figura 1.2: Intabilidade bifurcacional (adaptado de Reis e Camotim, 2001).
advém da bifurcação – o chamado «modo de instabilidade» –, (iii) das propriedades da trajectória
de pós encurvadura. Nesta dissertação, é efectuada uma análise linear de estabilidade, que abrange
os dois primeiros pontos enunciados. A determinação da trajectória pós-encurvadura mencionada
no terceiro ponto, que envolveria uma análise não-linear de maior complexidade, não é objecto do
presente texto.
1.2.1.2 Instabilidade de elementos de parede fina
Tal como referido anteriormente, os elementos de parede fina têm uma elevada susceptibilidade a fe-
nómenos de instabilidade e, após a bifurcação, podem apresentar uma série de configurações deforma-
das distintas, os denominados «modos de instabilidade». Dentro destes, tipicamente, distinguem-se
os modos de instabilidade (i) global, (ii) local-de-placa e (iii) distorcional. Dependendo da geometria
da barra (o seu comprimento e o formato e dimensões da secção transversal) e das suas condições
de apoio, qualquer um destes modos de instabilidade pode ser crítico (Santos et al., 2012). Contudo,
apesar de ser consensual a existência destes três modos, não existe concordância na comunidade ci-
entífica quanto à terminologia e a uma definição clara dos modos (Schafer e Ádány, 2005). Ainda
assim, uma definição possível é (Schafer, 2010)
i) A instabilidade global provoca, apenas, movimentos de corpo rígido da secção transversal (ver
Figuras 1.3(c), 1.4(c) e 1.5(c)).
ii) Os fenómenos de instabilidade local-de-placa caracterizam-se pela permanência do eixo lon-
gitudinal na configuração indeformada e por uma deformação da secção devida à flexão das paredes,
sem que os nós sofram qualquer deslocamento (ver Figuras 1.3(a), 1.4(a) e 1.5(a)).
iii) Por sua vez, a instabilidade distorcional apresenta características de modo global e de modo
local, pois o eixo da barra mantem-se fixo, mas os seus nós sofrem deslocamentos, havendo deforma-
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ção das paredes da secção transversal e empenamento (deslocamento dos nós na direcção longitudinal
da barra) (ver Figuras 1.3(b), 1.4(b) e 1.5(b)).
(a) Modo de instabilidade local-de-placa. (b) Modo de instabilidade distorcional.
(c) Modo de instabilidade global.
Figura 1.3: Modos de instabilidade de uma secção transversal fechada em losango.
(a) Modo de instabilidade local-de-
placa.
(b) Modo de instabilidade distorcio-
nal.
(c) Modo de instabilidade global.
Figura 1.4: Modos de instabilidade de uma secção transversal em «c» com reforços.
Tal como já se afirmou, a análise deste tipo de problema prende-se, precisamente, com a inves-
tigação da forma do modo de instabilidade e com a determinação da carga crítica de bifurcação.
Independentemente das abordagens utilizadas pelos regulamentos de dimensionamento de elementos
metálicos de parede fina, uma característica comum a todos eles é a necessidade de determinação das
cargas críticas associadas aos modos de instabilidade, para cálculo da resistência dos elementos à en-
curvadura. Assim, uma análise precisa é essencial para garantir a segurança e a viabilidade económica
dos elementos de parede fina. Actualmente, existem vários métodos numéricos aos quais se pode re-
correr para calcular as cargas críticas de elementos de parede fina, como por exemplo, o Método dos
Elementos Finitos com elementos de casca (MEF), o Método das Faixas Finitas (MFF) ou a Teoria de
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(a) Modo de instabilidade local-
de-placa.
(b) Modo de instabilidade distorcional. (c) Modo de instabilidade global.
Figura 1.5: Modos de instabilidade de uma secção transversal em «z» com reforços.
Vigas Generalizada (GBT), os quais são discutidos com detalhe no Capítulo 2. O âmago do problema
é que existem métodos que conseguem lidar com qualquer tipo de secção transversal, condições de
fronteira e carregamentos, mas não conseguem identificar explicitamente os modos de instabilidade.
O MEF com elementos de casca é um caso paradigmático que, para aferir com precisão as cargas
críticas, implica a utilização de um grande número de elementos finitos e, consequentemente, de mui-
tos graus de liberdade. Ainda que, actualmente, não implique um grande esforço computacional, o
método não identifica a participação modal. O MFF, utilizado neste trabalho, apresenta o mesmo
tipo de limitações, embora revele, em certas situações, alguns benefícios face ao MEF, tal como será
discutido em 2.1. Por outro lado, existem métodos especializados para peças lineares, como a GBT,
que permitem resolver a questão da identificação dos modos automaticamente, utilizando um número
relativamente reduzido de graus de liberdade.
1.2.2 Noções de plasticidade
As vigas são, por definição, elementos estruturais que suportam carregamentos transversais e, por
conseguinte, são sujeitas a esforços de flexão. No caso de estarem presentes solicitações axiais sig-
nificativas, o elemento é chamado «coluna-viga». Apesar de estar quase sempre presente algum grau
de esforço axial em qualquer elemento estrutural, em muitos casos práticos este efeito é desprezável
e o elemento pode ser tratado como uma viga (Segui, 2007).
De modo a ser possível quantificar a resistência duma viga, é necessário examinar minuciosa-
mente o seu comportamento. Analisando o exemplo geral de uma viga com secção transversal em
«I», composta por um material elástico linear, a solução da teoria de Euler-Bernoulli para a flexão








onde M é o momento flector na secção transversal, d corresponde à distância do ponto em causa ao
eixo central principal de inércia apropriado e Ix é o momento de inércia em relação a esse eixo. A












onde Wel é o módulo de flexão elástico da secção transversal.
As expressões (1.1) e (1.2) são válidas enquanto a tensão máxima, fmax, não exceder a tensão de
cedência, fy. O momento flector, na situação limite, corresponde ao momento de cedência, definido
por
My = fyWel (1.3)
Figura 1.6: Distribuição elástica de tensões numa viga com secção transversal em «I» (Adaptado de
Segui, 2007).
Atingido o momento de cedência, ocorre a transição da fase elástica para a fase elasto-plástica,
iniciando-se a plastificação na fibra extrema, progredindo rumo ao eixo neutro, até à plastificação
integral da secção transversal, alcançando-se o momento plástico, Mpl (ver Figura 1.7). Esgotada
a capacidade máxima da secção, dá-se a formação de uma rótula plástica, o que, no exemplo da
Figura 1.8, cria um mecanismo, levando ao colapso da estrutura (Simões, 2007).
O momento plástico é dado por
Mpl = Ac fydc +At fydt = (Sc +St) fy =Wpl fy (1.4)
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Figura 1.7: Processo de formação de uma rótula plástica numa secção fechada sujeita a flexão (Adap-
tado de Simões, 2007).
Figura 1.8: Mecanismo devido a formação de uma rótula plástica.
onde os índices c e t correspondem a compressão e tracção, respectivamente, A é a área da secção
transversal e S é o momento estático de meia secção em relação ao eixo neutro. No caso em que o
eixo neutro é, também, um eixo de simetria, a Equação (1.4) por
Mpl = A fyd = 2S fy =Wpl fy (1.5)
A capacidade de um elemento mobilizar a sua resistência plástica antes de colapsar pode ser
condicionada por fenómenos de encurvadura local. Por esta razão, antes de se proceder ao cálculo
das propriedades resistentes, a metodologia preconizada pela regulamentação europeia passa pela
definição da classe da secção transversal. Este tema é discutido na seção seguinte.
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1.2.3 Cálculo da resistência de elementos flectidos segundo o EC3
1.2.3.1 Classificação das secções transversais
A classificação das secções transversais segundo a norma NP EN 1993-1-1 (CEN, 2010) tem a fi-
nalidade de identificar em que medida a resistência e a capacidade de rotação de uma secção são
influenciadas por fenómenos de encurvadura local. Quanto mais esbeltos forem os elementos que
constituem a secção, mais susceptível esta é de sofrer de tal fenómeno.
O Eurocódigo 3 (EC3) define quatro classes de secções transversais, da seguinte forma
• As secções transversais da Classe 1 são aquelas em que se pode formar uma rótula plástica, com
capacidade de rotação necessária para uma análise plástica, sem redução da sua resistência;
• As secções transversais da Classe 2 são aquelas que podem atingir o momento resistente plás-
tico, mas cuja capacidade de rotação é limitada pela encurvadura local;
• As secções transversais da Classe 3 são aquelas em que a tensão na fibra extrema comprimida,
calculada com base numa distribuição elástica de tensões, pode atingir o valor da tensão de
cedência, mas em que a encurvadura local impede que o momento resistente plástico possa ser
atingido;
• As secções transversais da Classe 4 são aquelas em que ocorre a encurvadura local antes de se
atingir a tensão de cedência numa ou mais partes da secção transversal.
A Figura 1.9 ilustra como, de acordo com a classificação do EC3, são mobilizadas as resistências
elástica e plástica duma secção transversal sujeita a flexão, num gráfico Momento-curvatura. Mel e
Mpl representam o momento elástico e o momento plástico da secção, respectivamente.
As secções são classificadas comparando a esbelteza λ = (c/t)
√
fy/235 com os limites definido
nos quadros das Figuras 1.10 e 1.11, onde c e t são o comprimento e a espessura dos componentes
comprimidos, respectivamente, e fy é a tensão de cedência do aço, identificada de acordo com a classe
do aço.
Assim, a classificação de uma secção transversal depende da classe do aço, dos esforços actuantes
(assentando no diagrama de tensões normais correspondente à sua capacidade máxima), da relação
entre a largura e a espessura das suas paredes sujeitas a tensões normais longitudinais de compressão
e de se o elemento é interior ou exterior. Note-se que, nos quadros das Figuras 1.10 e 1.11, os limites
definidos abrangem as classes 1, 2 e 3, pelo que um componente que não satisfaça os limites da Classe
3 deverá ser considerado como sendo de Classe 4. A classe da secção como um todo, é definida pela










Dr S R Satish Kumar, IIT Madras 8
SECTION
CLASSIFICATION
Section Classification based on Moment-Rotation Characteristics
M
Figura 1.9: Comportamento de secções à flexão (adaptado de Simões, 2007).
1.2.3.2 Resi tência à flexão
Para que uma viga verifique a resistência à flexão, a seguinte condição tem de ser verificada
MEd ≤MRd (1.6)
Por conseguinte, o valor resistente de cálculo do momento flector de acordo com o EC3 é quantificado
segundo as equações 1.7, 1.8 e 1.9.
MRd = Mpl,Rd =
Wpl fy
γM0
para as secções transversais de classe 1 ou 2 (1.7)
MRd = Mel,Rd =
Wel fy
γM0
para as secções transversais de classe 3 (1.8)
MRd =
We f f fy
γM0
para as secções transversais de classe 4 (1.9)
onde Wel e Wpl são os módulos de flexão elásticos e plásticos da secção, respectivamente e We f f é o
módulo de flexão elástico da secção efectiva, que se traduz numa secção reduzida, onde a tensão na
fibra mais solicitada corresponde à tensão de cedência.
A elevada esbelteza dos elementos de parede fina torna este tipo de elementos particularmente
susceptíveis à encurvadura local, o que coloca a hipótese de não ser atingida a tensão de cedência na
fibra mais comprimida. Segundo o EC3 parte 1-1, estes elementos enquadram-se na classe 4, devendo
proceder-se a uma redução da sua secção efectiva. Para tal, o EC3 preconiza a utilização do Método
das Larguras Efectivas (MLE), o qual é discutido no subcapítulo 1.2.4.
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Quadro 5.2 (folha 1 de 3): Limites máximos das relações largura-espessura para 
componentes comprimidos 

































































































fy 235 275 355 420 460 
yf/235=ε  ε 1,00 0,92 0,81 0,75 0,71 
*) ψ ≤ -1 aplica-se quando a tensão de compressão σ ≤ fy ou quando a extensão de tracção εy > fy/E  
Figura 1.10: Quadro com os limites máximos das relações largura-espessura para componentes inter-
nos comprimidos (CEN, 2010).
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Quadro 5.2 (folha 2 de 3): Limites máximos das relações largura-espessura para 
componentes comprimidos 













Secções laminadas Secções soldadas 


















































   
c
 
3 ε≤ 14t/c  σε≤ k21t/c  
Para kσ ver EN 1993-1-5 
fy 235 275 355 420 460 
yf/235=ε  ε 1,00 0,92 0,81 0,75 0,71 
Figura 1.11: Quadro com os limites máximos das relações largura-espessura para componentes sali-
entes comprimidos (CEN, 2010).
1.2.3.3 O modo distorcional no EC3
Na regulamentação europeia de estruturas metálicas, o modo de instabilidade distorcional só é tido
em conta para as secções enformadas a frio, limitando-se à situação de elementos com reforços inter-
médios ou de extremidade. Estes elementos são abordados no EC3-1-3 (CEN, 2004).
Para ter em conta este modo de encurvadura, o EC3 prescreve, antes de mais, que a secção trans-
versal seja reduzida à sua secção efectiva, devendo, depois, adoptarem-se espessuras reduzidas para
os reforços. Para dimensionamento destes elementos, o EC3 assume um modelo do género do da
Figura 1.12, devendo ser calculada uma rigidez equivalente dos reforços, que pode ser representada
por uma mola cuja rigidez depende das condições de apoio e da rigidez de flexão dos elementos
adjacentes.
Determinada a rigidez da mola equivalente, é calculada a tensão crítica distorcional de acordo
12
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   Compression    Bending    Compression    Bending 
   
  c) Calculation of  δ  for C and Z sections 
Figure 5.8: Determination of spring stiffness 
 
(3) In determining the values of the rotational spring stiffnesses  Cθ , Cθ,1  and  Cθ,2  from the geometry of the 
cross-section, account should be taken of the possible effects of other stiffeners that exist on the same element, 
or on any other element of the cross-section that is subject to compression. 











−⋅+= θδ               ... (5.10) 
with: 
    θ  =  u bp /Cθ 
(5) In the case of the edge  stiffeners of lipped C-sections and lipped Z-sections, Cθ   should be determined 
with the unit loads  u  applied as shown in figure 5.8(c). This results in the following expression for the spring 




















           … (5.10b) 
where: 
  b1  is the distance from the web-to-flange junction to the center of the effective area of the edge 
    stiffener (including effective part  be2  of the flange) of flange 1, see figure 5.8(a); 
  b2   is  the distance from the web-to-flange junction to the center of the effective area of the edge 
Figura 1.12: Modelo para determinação da rigidez equivalente do reforço de extremidade para secções
em «C» e «Z» (CEN, 2004).
com o EC3, com base na qual se chega à esbelteza normalizada distorcional. Finalmente, com base
na esbelteza normalizada distorcional, é possível quantificar a espessura reduzida do reforço através
da formulação do EC3. Como se pode constatar, esta metodologia é bastante complexa e de aplicação
morosa.
1.2.3.4 Curvas de encurvadura de acordo com o EC3
No EC3, a análise dos estados limites últimos de estabilidade passa pela verificação de resistência à
encurvadura. Esta verificação é feita com base nas denominadas «curvas de encurvadura europeias»,
as quais se fundamentam numa série de investigações, de carácter numérico e experimental, elabora-
das tendo em consideração as imperfeições geométricas e as tensões residuais nos elementos (Rondal,
et al., 1992).
De acordo com o estabelecido na secção 6.3 do regulamento, as curvas de encurvadura para


























onde NR é o esforço axial resistente e Ncr é o valor crítico do esforço axial. O parâmetro α pretende
integrar a influência de imperfeições nos elementos metálicos. O seu valor depende do tipo de perfil,
da classe do aço, do plano de encurvadura condicionante e, eventualmente, das dimensões geomé-
tricas e do processo de fabrico do perfil metálico. Por conseguinte, podem ser criadas cinco curvas
diferentes para os vários valores de α assumidos pelo EC3-1-1, estando estes registados na tabela 1.1.
As curvas de encurvadura encontram-se representadas na Figura 1.13.
Tabela 1.1: Factores de imperfeição para as curvas de encurvadura
Curva de encurvadura a0 a b c d
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 Esbelteza normalizada λ
Figura 6.4 – Curvas de encurvadura 
6.3.1.3 Esbelteza para a encurvadura por flexão 
























==λ  para as secções transversais da Classe 4 (6.51) 
em que: 
Lcr comprimento de encurvadura no plano de encurvadura considerado; 







Figura 1.13: Curvas de encurvadura de acordo com o EC3 (CEN, 2010).
No caso de elementos sujeitos a flexão, a verificação à encurvadura lateral passa pela quantificação





























onde MR é o momento flector resistente e Mcr corresponde ao momento crítico. O parâmetro de
imperfeição αLT tem um significado semelhante ao parâmetro das colunas, estando-lhes associadas
as mesmas curvas de encurvadura.
No caso das secções enformadas a frio, o EC3 prescreve a mesma metodologia utilizada do EC3
parte 1-1. A principal diferença reside na escolha das curvas de encurvadura.
1.2.4 O Método da Largura Efectiva
O conceito de largura efectiva foi introduzido em 1932, pelo trabalho pioneiro de Von Kármán. De
acordo com este conceito, a distribuição real de tensões é substituída por uma distribuição simplifi-
cada, para a qual a zona do elemento mais flexível não é tida em conta e se assume que as tensões são
distribuídas pela largura efectiva remanescente, be f f , sujeita a uma distribuição uniforme das tensões
com magnitude equivalente a fy (ver Figura 1.14). A metodologia do MLE alicerça-se nas expressão












Local buckling of thin-plate elements 111
action is not usually fully developed, because the elements supporting the panels
of most structural members are not very stiff.
The post-buckling effect is greater in plates supported along both longitudinal
edges than it is in plates which are free along one longitudinal edge. This is because
the deflected shapes of the latter have much less curvature than the former and the
redistributions of the in-plane stresses are not as pronounced. In addition, it is not
possible to develop any lateral in-plane stresses along free edges, and so it is not
uncommon to ignore any post-buckling reserves of slender flange outstands.
The redistribution of the in-plane stresses after buckling continues with increas-
ing load until the yield stress fy is reached at the supported edges. Yielding then
sp eads rapidly and the pl te fails soon after, as indic ted i Figure 4.3. The cur-
rence of the first yield in an initially flat plate depends on its slenderness, and a
thick plate yields before its elastic buckling stress σcr is reached. As the slender-
ness increases and the elastic buckling stress decreases below the yield stress, the
ratio of the ultimate stress fult to the elastic buckling stress increases, as shown in
Figure 4.4.
Although the analytical determination of the ultimate strength of a thin flat plate
is difficult, it has b en found that the use of an ffective width concept can lead to
satisfactory approximations. According to this concept, the actual ultimate stress
distribution in a simply supported plate (see Figure 4.13) is replaced by a simplified
distribution for which the central portion of the plate is ignored and the remaining
effective width beff carries the yield stress fy. It was proposed that this effective


















Figure 4.13 Effective width concept for simply supported plates.
Figura 1.14: Conceito de largura efectiva (adaptado de Trahair et al., 2008).
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A difusão generalizada do MLE iniciou-se no anos 40, com a publicação da primeira especifi-
cação do American Iron and Steel Institute nos Estados Unidos da América (AISI, 1946) (Hancock
et al., 2001). O facto de se começar a ter em conta a resistência de pós-encurvadura dos elementos,
constituía uma novidade nas normas de estruturas de aço (Hancock et al., 2001). Tipicamente, os
elementos de parede fina são susceptíveis à encurvadura quando sujeitos a tensões de compressão re-
lativamente baixas. No entanto, verifica-se que existe uma certa largura da secção transversal, juntos
aos cantos, que se mantém efectiva para resistir a maiores tensões de compressão. Assim, a questão
resume-se a quantificar quanto da largura original continua eficiente. Trahair et al. (2008) definem
largura efectiva como: «A porção da largura de uma placa com uma distribuição não uniforme de
tensões que se pode considerar totalmente efectiva quando a distribuição não uniforme das tensões é
ignorada».
Vulgarmente, os perfis metálicos enformados a frio contêm imperfeições geométricas e tensões
residuais devido ao processo de fabrico (Hancock et al., 2001). Consequentemente, o método conhe-
ceu uma importante evolução impulsionada pelo trabalho de Winter, que calibrou o método com base







A equação de Winter corresponde, basicamente, à expressão utilizada na actualidade, tendo sofrido







Note-se que a largura efectiva be f f iguala b para λp = 0,673, pelo que, para λp ≤ 0,673 toda a
largura do elemento é considerada eficiente.
Actualmente, o MLE é o método mais amplamente utilizado pelos regulamentos estruturais tendo
em vista a inclusão dos fenómenos de encurvadura local no dimensionamento das estruturas metálicas
de parede fina, sendo utilizado no EC3, tal como mencionado na secção 1.2.3. No EC3 parte 1-5
(CEN, 2006), é prescrita a metodologia para redução das secções brutas dos elementos de classe 4.
Assim, a redução da zona comprimida é dada por






≤ 1,0 , se λp > 0,673
(1.19)








enquanto que o parâmetro ψ corresponde ao rácio entre as tensões verificadas nas paredes da secção
e pode ser consultado na Figura 1.15. Segundo o Anexo A do EC3-1-5, a tensão crítica, σcr pode ser
calculada de acordo com









em que kσ é o factor de encurvadura, definido de acordo com as condições de fronteira e com o rácio
das tensões, dado de acordo com os quadros da Figura 1.15. Substituindo σcr na expressão (1.20), a























1.2.5 O Método da Resistência Directa
À parte do MLE, existem abordagens de cálculo alternativas que abrangem outros modos de en-
curvadura, para além da encurvadura local-de-placa. É exemplo o Método da Resistência Directa,
desenvolvido por Schafer e Peköz (1998b), que teve a sua génese no trabalho de Hancock et al.
(1994), e que, actualmente, já está integrado em normas regulamentares, nomeadamente no regula-
mento Australiano/Neo-Zelandês AS/NZS 4600 (Standards Australia/Standards New Zealand, 2005)
e no Norte-Americano AISI (AISI, 2004).
De forma relativamente simples, o MRD permite estimar a resistência última de colunas e vigas
de aço enformado a frio, cujo colapso ocorre em modos globais (por flexão, torção ou flexão-torção),
locais-de-placa, distorcionais, ou mecanismos que envolvem interacção entre modos de instabilidade
locais-de-placa. Para tal, a premissa do MRD é que a resistência pode ser definida em termos da
instabilidade elástica da secção e da força ou momento que levam a secção a ceder (Schafer, 2010).
Contrastando com o Método das Larguras Efectivas, que se foca individualmente nos elementos
que compõem a secção transversal, o MRD analisa a secção como um todo (Schafer, 2010). Isto é
particularmente relevante no caso de secções transversais com geometrias complexas (com introdução
de reforços no perfil, por exemplo), em que o uso do MLE não tem em conta a interacção entre os
elementos que compõem a secção.
No entanto, o MRD também apresenta desvantagens. Schafer alerta que, devido ao facto de o
MRD prever a resistência com base nas cargas de bifurcação, obtêm-se soluções muito conservativas
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Table 4.1:  Internal compression elements 
Stress distribution (compression positive) Effective
p
 width beff 
 
 ψ = 1: 
 
 beff = ρb 
 
 be1 = 0,5 beff  be2 = 0,5 beff 
 
 1 > ψ ≥ 0: 
 
 beff = ρb 




1  be2 = beff - be1 
 
 ψ < 0: 
 
 beff = ρ bc = ρb / (1-ψ) 
 
 be1 = 0,4 beff  be2 = 0,6 beff 
ψ = σ2/σ1 1 1 > ψ > 0 0 0 > ψ > -1 -1 -1 > ψ > -3 
Buckling factor kσ 4,0 8,2 / (1,05 + ψ) 7,81 7,81 - 6,29ψ + 9,78ψ
2






Table 4.2:  Outstand compression elements 
Stress distribution (compression positive) Effective
p
 width beff 
 
 1 > ψ ≥ 0: 
 
 beff = ρ c 
 
 
 ψ < 0: 
 
 beff = ρ bc = ρ c / (1-ψ) 
 
ψ = σ2/σ1 1 0 -1 1 ≥ ψ ≥ -3 




 1 > ψ ≥ 0: 
 
 beff = ρ c 
 
 
 ψ < 0: 
 
 beff = ρ bc = ρ c / (1-ψ) 
 
ψ = σ2/σ1 1 1 > ψ > 0 0 0 > ψ > -1 -1 
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(a) Componentes internos sujeitos a compressão.
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(b) Componentes salientes sujeitos a compressão.




no caso de existirem elementos muito esbeltos na secção transversal. Isto ocorre porque quando um
elemento da secção é muito esbelto, este faz com que a tensão crítica seja reduzida; assim, o MRD
vai assumir uma resistência reduzida para a secção, enquanto que no MLE esta perda de resistência
ocorre apenas no elemento individualmente (e não em toda a secção) (Schafer e Peköz, 1998b).
Utilizando o MRD e recorrendo a uma solução computacional para quantificação das cargas de
bifurcação, a determinação da resistência de um perfil é bastante simples, independentemente da geo-
metria da secção transversal. Pelo contrário, para calcular a resistência de perfis com alguma comple-
xidade geométrica, nomedamente secções transversais compostas por muitos sub-elementos, o MLE
conduz a cálculos complicados, sem qualquer benefício para a precisão da solução. De modo geral,
tendo em conta que os perfis metálicos utilizados na construção são optimizados (e.g. secções com
múltiplos reforços), o MRD mune-se de uma metodologia mais simples e com uma aplicação mais
abrangente do que o MLE (Schafer, 2006a, 2010). Ainda assim, permanece um pouco de cepticismo
da parte de alguns autores, alegando que o método ainda requer uma investigação mais profunda antes
de se tornar num método geral de dimensionamento (Rusch e Lindner, 2001). De qualquer forma, é
importante ter presente em qualquer discussão que involva o MLE, o MRD ou qualquer outro método
semi-empírico de dimensionamento de estruturas metálicas de parede fina, que nenhum deles é estri-
tamente correcto em termos teóricos. Estes correspondem sim a uma simplificação de um complexo
problema não linear, permitindo a utilização de modelos práticos, sem entrar em análises detalhadas
ou testes experimentais dos elementos (Schafer, 2010).
Segundo o MRD, as resistências associadas aos modos de instabilidade locais-de-placa e distor-
cionais são estimados através de













Npl se λ > 0,776
(1.24)













Npl se λ > 0,561
(1.25)
para colunas e, para vigas, com













Mpl se λ > 0,776
(1.26)
















Nl ou Ml e Nd ou Md correspondem às resistências referente aos modos de instabilidade local-
de-placa e distorcional;
Npl e Mpl são as capacidades plásticas da secção transversal à compressão e à flexão (em torno









é a esbelteza, podendo o Ncr e Mcr estar associado ao modo local-de-
placa ou ao modo distorcional.
Note-se que o facto de o expoente de λ nas expressões do modo local ser inferior ao das equações
referentes ao modo distorcional reflecte a menor resistência de pós-encurvadura de uma secção total
neste último (Hancock et al., 2001).
A previsão rigorosa das cargas/momentos de colapso distorcionais é importante, em virtude de
(i) a resistência de pós-encurvadura distorcional ser bastante menor e mais sensível às imperfeições
que a sua congénere local-de-placa e de (ii) existirem, na literatura, vários resultados numéricos
indicando que um elevado número de colunas e vigas que instabilizam em modos locais-de-placa
exibem mecanismos de colapso distorcionais (Silvestre, Camotim e Dinis, 2007).
Uma comparação entre as curvas do MRD e resultados de ensaios pode ser observada na Fi-
gura 1.16 no caso de colunas e na Figura 1.17 para vigas.
(rather than the column curve approach proposed by Sydney researchers). Also complementary 
to the work at University of Syndey were tests in Finland (Salmi and Talja, 1993), work in Japan 
on more complicated polygonal cross-sections (Hikosaka, Takami and Maruyama, 1987, 
Takahashi 1988), and tests in the U.S. on Z-sections columns in distortional buckling (Polyzois 
and Sudharampal 1990, Purnadi et al. 1990, Polyzois and Charvarnichborikarn 1993). 
In 2002 an ttempt w s made to investigate distortional buckling using the entirety of the 
available existing experimental data (Schafer 2002). Hancock et al. (1994) had demonstrated that 
when a section was known to f il in distortional buckling, that for the variety of cross-sections 
tested at University of Sydney, the measured compressive strength correlated well with the 
slenderness in the elastic distortional mode. Data in Schafer (2002) provided additional 
experimental agreement for Hancock’s design expression (Fig. 13.11). In addition, the failure 
mode for specimens collected in Schafer (2002) was generally unknown, thus a variety of 
methods were examined for strength calculation, considering local, distortional, global buckling 
a d their potential interactions. The result was a method that both identified the failure mode and 
predicted the strength. The extension to prediction of all failure modes by appropriate 
expressions correlated to elastic slenderness in the various modes (and combinations) was the 
essential step in the development of the Direct Strength Method as a general approach. 
 H ncock et al.’s work provide  the essential curve for distortional buckling by the Direct 
Strength Method. As is often the case with attempts to determine an origin, one can go back even 
further as Hancock attributes his methodology to Trahair’s work on the strength prediction of 
columns undergoing flexural-torsional buckling. In this regard it becomes clear that the Direct 
































Fig. 13.11 Comparison of the Direct Strength Method with test data for columns  
(Equation numbers in the legend refer to Appendix 1 of AISI 2007) 
Figura 1.16: Comparação entre as curvas do MRD das equações (1.24) e (1.25) e resultados de ensaios



















Fig. 13.12 Comparison of the Direct Strength Method with tests data for laterally braced beams 
(Equation numbers in the legend refer to Appendix 1 of AISI 2004, 2007) 
 




















(a) local buckling in beams 
crpl
pl
Figura 1.17: Comparação entre as curvas do MRD das equações (1.26) e (1.27) e resultados de ensaios
em vigas (Schafer, 2010).
1.2.6 Efeito Brazier
Tal como foi referido anteriormente, o modo de instabilidade distorcional não goza da mesma atenção
que o modo de instabilidade local-de-placa no EC3. No entanto, importantes fenómenos de carácter
distorcional foram investigados em elementos com características diferentes dos abordados nesta dis-
sertação. É exemplo o caso da ovalização de tubos cilíndricos estudado por Brazier (1927). Brazier
identificou que, quando o tubo é sujeito a flexão, as tensões normais longitudinais tendem a despoletar
o achatamento da secção transversal (Brazier, 1927). Devido à curvatura do eixo do tubo, as tensões
de compressão e de tracção actuam segundo um ângulo em relação à secção transversal adjacente,
deformando a configuração inicialmente circular em oval, tal como representado na Figura 1.18. Por
sua vez, esta deformação reduz o momento de inércia da secção, conduzindo a uma relação não li-
near entre o carregamento e o deslocamento. Ademais, a deformação da secção leva ao aumento das
tensões normais longitudinais de flexão e à redução da carga crítica de bifurcação local (Tatting et al.,
1997).
Mais concretamente, tal como se pode verificar na Figura 1.19, a relação momento-curvatura pos-
sui, inicialmente, uma resposta aproximadamente elástica linear para pequenas curvaturas, seguindo-
se uma redução da rigidez provocada pela ovalização da secção transversal, o que conduz a um ponto
limite (ou momento flector máximo) (Wadee et al., 2006). Após o ponto limite, o comportamento
da estrutura torna-se instável, verificando-se uma queda do momento flector resistente com o incre-





Brazier phenomena differs from usual nonlinear shell problems in that the nonlinear response is
induced by the macroscopic rotation of the structure, as opposed to classical boundary layer
effects due to the local rotations of shell elements near the boundaries. To illustrate, shown in
Figure1.9 is an exaggerated view of an infinitesimal section of a deformed circular cylinder along
with the linear stress state associated with pure bending. Due to the curvature of the tube axis, the
compressive and tensile stresses act at an angle to the lighter cross-section and deform the original
circular shape into an oval. This ovalization, in turn, decreases the moment of inertia of the cross-
section and leads to a nonlinear load-displacement relation. Additionally, the deformation of the
cross-section increases the axial bending stresses and lowers the structure’s buckling load.
The investigation of this nonlinear behavior for aninfinite length cylindrical shell is the prob-
lem originally studied by Brazier42,43. His approximate solution determined that the cross-sec-
tional displacements varied as a function of cos(2θ), and with this result the nonlinear moment-
curvature relation could be expressed as a succinct third-order polynomial. Over thirty years later,
Wood44 expanded the results of Brazier to include the possibility of internal or exte nal pressure.
Within the next few years, the renowned mechanician E. Reissner attacked the problem in a series
of papers45,46,47 and generated a more exact solution using variational energy methods. The result
was a highly nonlinear equation that he could not solve analytically, though some attempts using
perturbation techniques and simple numerical solutions were performed. Attentive simplification
of Reissner’s equation converges to the approximate solutions of Brazier and Wood. By 1975,
numerical techniques had developed that could accurately solve the nonlinear equations, and this
was first completed for the Brazier problem in an excellent paper by Fabian48. His numerical solu-
tion of Reissner’s equation is compared to Brazier’s solution for the moment and cross-sectional
deformation versus end rotation in Figure1.10. The ovalization is a measure of the radial dis-
placement at the top and bottom of the cross-section, and one can see that Brazier’s approxima-
⇒
Figure 1.9: Mechanism of Brazier Effect to Produce OvalizationFigura 1.18: Mecânismo do ef ito Brazier que conduz à ovalização de uma secção tubul r (Tatting et
al., 1997).
Figura 1.19).
Figura 1.19: Comparação das características de flexão de tubos com paredes finas e robustas (Wierz-
bicki e Sinmao, 1997).
Conforme se verá no Capítulo 3, o comportamento dos elementos de secção em losango estudados
neste trabalho assemelha-se ao descrito acima, com grande sensibilidade às imperfeições geométri-
cas. A Figura 1.20 representa um gráfico momento flector-rotação duma barra do tipo estudado. O
comportam nto dest s elementos caracteriza-se pela existência de um ponto limite seguido, frequen-
te ente, por um fenóme o de «snap-back».
Desde o trabalho de Brazier, a análise deste fenómeno não-linear tem progredido no sentido
da investigação dos seus efeitos em estruturas constituídas por materiais compósitos, em estruturas
com secção transversal não-circular (e.g., vigas com secção transversal tubular rectangular) e em
22
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Figura 1.20: Relação momento flector-rotação, para o caso de θ = 16o e b/t = 38. Regista-se a
ocorrência de um ponto limite e de um fenómeno de «snap-back».
perfis alares (também conhecidos por aerofólios, utilizados nas lâminas das turbinas eólicas (ver
Figura 1.21)) (Jensen, et al., 2011).
Porém, exemplos de investigação em torno de fenómenos distorcionais em secções poligonais de
parede fina ainda são algo escassos. Ainda assim, Takahashi, Ishohara e Nakamura (2003) investi-
garam a bifurcação de uma viga com secção em losango sujeita a flexão, focando-se no achatamento
desta por distorção e comparando soluções analíticas e numéricas.
1.3 Objectivos
O alvo desta dissertação é estudar o comportamento de secções fechadas em losango de parede fina
sujeitas à flexão, as quais são susceptíveis a um fenómeno distorcional que não é contabilizado pelo
EC3.
Este trabalho é original, no sentido que não existem estudos acerca da resistência de vigas com
estas características, muito embora o comportamento de estabilidade (bifurcação) já tenha sido estu-
dado por Takahashi, Ishohara e Nakamura (2003). No entanto, nesta dissertação, pretende-se ir um
pouco mais além, tentando fazer uma análise completa de todos os parâmetros envolvidos e estudar
a resistência destes elementos. Finalmente, constitui objectivo do presente trabalho, propôr regras de
verificação de segurança que contabilizem o fenómeno distorcional em secções em losango sujeitas à
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(a) Lâmina de uma turbina eólica (Manito, 2012).
(b) Turbina eólica (Nedman,
2010).
Outward cap deformations were measured during the full-
scale test as shown in Fig. 5b. These outward deflections
were seen on the compression side of the blade and are
linked to the rapid change in cap profile in this segment.
Box girder segment (8–34 m). In this segment the
expected ovalization caused by flap-wise bending was
observed. This non-linear deformation or ‘‘flattening’’ of
the cross section is also known as the Brazier effect [1]
and is most pronounced for long thin hollow beams
subjected to bending. The crushing pressure caused by
the Brazier effect has a large effect on the web deflections
and local deformation sensors have measured up to
20 mm displacement at the trailing web and 11 mm for
leading web (Fig. 6).
Outer skin debonding from the box girder, see Fig. 7a,
was observed after collapse, but it was not clear at which
load this failure mode had occurred. A study of measured
cap deflections has shown that the skin peeling starts at
92% of the ultimate load, see Fig. 7c. The jump in mea-
sured displacement is not due to sudden chord-wise bend-
ing of the cap, instead it was caused by the skin
debonding from the cap where the skin assumes more of
the initial curvature. The reference frame for measuring
cap deflection is attached to the outer skin rather than
directly to the box girder corner. Fig. 7b illustrates this
observation. In Fig. 7c another skin peeling jump can be
observed at 97% of ultimate load.
The actual maximum cap deformation of 4.3 mm was
obtained by extrapolation, see Fig. 7c. This is the value
that would have been observed if measurements were taken
directly on the box girder or had debonding not occurred.
The skin debonding is expected to have a major influ-
ence on the final collapse. Buckling capacity of the blade
is reduced dramatically once the outer skin and box girder
separate. This buckling behaviour can be observed in
Fig. 7c at 100% load, just before failure.
7. Final failure – buckling assumption
7.1. Cap and web deformations
The cap centerline deflections were measured at four
span-wise positions (8.5 m, 10.3 m, 12.5 m and 15.2 m) in
the box girder segment from 8 to 15 m. A 8–15 m segment
of the blade is shown in Fig. 8a with the upper cap centr-
eline indicated. The measured cap deflections are plotted
in Fig. 8b. Unfortunately no measurement was taken at
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Fig. 4b. Relative web deflections versus load.
Fig. 5a. Changes in profile height.
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Fig. 5b. Outward cap deformation – measured.
Fig. 6. Crushing pressure from the Brazier effect.
F.M. Jensen et al. / Composite Structures 76 (2006) 52–61 55
(c) Corte de um perfil alar sujeito às tensões que condu-
zem à ovalização por efeito Brazier (adaptado de Jensen,
2008).
Figura 1.21: O efeito Brazier nas lâminas das eólicas.
flexão.
1.4 Organização da dissertação
A presente dissertação encontra-se dividida em quatro capítulos, em que o primeiro capítulo compõe
a introduçã . É feita uma breve abord gem à históri d utilização do aço na construção civil e são
abordados conceitos gerais necessários para compreensão d t xto. Passa-s , de s guida, a descrever
o conteúdo dos remanescentes capítulos.
No segundo capítulo faz-se uma caracterização bifurcação de vigas de secção fechada em lo-
sango com parede fina, utilizando o Método das Faixas Fini as e a Teoria Generalizada de Vigas.
Procede-se à especificação dos parâmetros geométricos e mecânicos que caracterizam a secção trans-
ersal. Ademais, é feita uma descrição pormenorizada dos odos de instabilidade que ocorrem na
bifurcação deste tipo de secções, sendo detectada a fro teira geométrica que separa modo distorci-
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onal do modo local-de-placa.
No terceiro capítulo aborda-se a resistência de vigas de secção fechada em losango de parede
fina, com base em resultados obtidos com o programa de Elementos Finitos ADINA e calculados de
acordo com o EC3. Começa-se pela indicação dos aspectos de modelação relevantes e procede-se,
de seguida, a uma análise de secções transversais localizadas nas fronteiras entre as classes 2 e 3 e as
classes 3 e 4, de acordo com o EC3. É ainda feita uma comparação entre os resultados obtidos e as
curvas de encurvadura do EC3 e do Método da Resistência Directa.





Bifurcação de vigas de secção fechada em
losango com parede fina
2.1 Introdução
Para efectuar a análise de bifurcação de vigas de secção fechada em losango com parede fina, recorreu-
se ao Método das Faixas Finitas (MFF) e à Teoria Generalizada de Vigas (GBT).
O MFF é uma variante do Método dos Elementos Finitos (MEF), inicialmente proposta por
Cheung (1968a,b), em que a discretização do elemento é efectuada por faixas longitudinais de largura
constante, o que implica que, para se obterem soluções válidas, as secções transversais devem ser
regulares longitudinalmente.(veja-se a Figura 2.1).
(a) Malha de elementos finitos de casca. (b) Malha de faixas finitas.
Figura 2.1: Discretização de uma secção em «c» com reforços com elementos finitos de casca e faixas
finitas (extraído de Li e Schafer, 2010).
A vantagem do MFF sobre outros métodos – como o MEF com elementos de casca–, está de-
pendente duma escolha judiciosa das funções de forma para descrever o campo de deslocamentos
longitudinais (Schafer e Ádány, 2006). Na Figura 2.2, é apresentado uma barra de secção em «c»,
discretizada em faixas longitudinais, destacando-se uma faixa com os correspondentes graus de liber-
dade. No programa CUFSM – acrónimo de Cornell University Finite Strip Method –, desenvolvido
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por Schafer, é utilizada uma combinação de funções lineares e cúbicas na direcção transversal (para
os deslocamentos de membrana) e de funções sinusoidais na direcção longitudinal (Schafer e Ádány,
2006). Todavia, este método é mais restritivo quanto às condições de fronteira pois, convencional-
mente, o MFF assume que as paredes da barra são simplesmente apoiadas e livres de empenar nas
extremidades longitudinais. Assim, assumindo estas restrições, é possível obter soluções fiáveis com
reduzido esforço computacional comparando com o MEF com elementos de casca, uma vez que o
número de graus de liberdade da estrutura na direcção longitudinal é reduzido.
Na presente dissertação, recorreu-se ao programa de Faixas Finitas CUFSM que, introduzindo a
geometria da secção transversal, as propriedades mecânicas do material e a distribuição das tensões,
efectua uma análise elástica de estabilidade. Assim, do CUFSM obtêm-se as cargas críticas para cada
modo de instabilidade em função do semi-comprimento de onda.
 
Conventional Finite Strip Method  
In the finite strip method (FSM) a thin-walled member, such as the lipped 
channel of Figure 1, is discretized into longitudinal strips. The advantage of 
FSM over other methods, such as the finite element method which applies 
discretization in both the longitudinal and transverse direction, is dependent on a 
judicious choice of the shape function for the longitudinal displacement field. In 
Figure 1 a single strip is highlighted, along with the degrees of freedom (DOF) 










Elastic stiffness matrices 
The vector of general displacement fields: u = [u v w]T is approximated by the 
displacement at the nodes, d, and selected shape functions, N, via 
u = Nd = [Nuv Nw] [duvT | dwθΤ]T 
where the nodal displacements in local coordinates are shown in Figure 1 and 
may be explicitly written as d = [u1 v1 u2 v2 | w1 θ1 w2 θ2]T or in partitioned form 
d = [duvT | dwθΤ]T. For the in-plane, or membrane, displacements u and v linear 
shape functions are employed in the transverse direction, and in the longitudinal 











































































































































































Figura 2.2: Discretização por faixas finitas numa secção de parede fina em «c» com reforços e graus
de liberdade de uma faixa finita (extraído de Schafer e Ádány, 2006).
A Teoria Generalizada de Vigas, vulgarmente referida pelo termo anglo-saxónico Generalised
Beam Theory (GBT), tem origem no trabalho de Schardt (1966), sendo utilizada para a resolução de
problemas estruturais em elementos de parede fina. Apesar de desenvolvida em meados do século
XX, devido ao facto de a literatura científica r lativa ao tema ter sido redigida, por muito tempo,
unicamente no idioma materno do autor que a propôs, a teoria não obteve grande repercussão fora
dos meios científicos e académicos de expressão alemã (Camotim et al., 2006). Todavia, na última
década, devido às primeiras publicações acerca da teoria em língua inglesa (Davies e Leach, 1994;
Davies, 1998) que emergiram na sequência da mais importante edição de Schardt (1989), a GBT
conheceu uma difusão sem precedentes na comunidade científica internacional, nomeadamente em
Portugal (Camotim et al., 2004, 2006; Camotim et al., 2010).
Na GBT, a configuração deformada da secção transversal é definida como uma combinação de
modos de deformação. Devido aos graus de liberdade da GBT serem deslocamentos modais (em
vez de nodais), a GBT fornece resultados particularmente elucidativos, uma vez que é possível ava-
liar a natureza comportamental das estruturas de parede fina pela análise do peso de cada modo de
deformação.
A GBT alicerça-se nas seguintes hipóteses (Gonçalves et al., 2010):
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• As barras são rectilíneas, de secção constante e de parede fina (a espessura é muito pequena
quando comparada com as restantes dimensões);
• A hipótese de Kirchhoff é válida, ou seja, após a deformação das paredes, as fibras perpendicu-
lares ao plano médio permanecem indeformadas e perpendiculares ao plano médio da parede;
• A espessura de cada parede da barra é constante.
some practical interest have never been addressed – e.g.,
the plastic bifurcation behaviour of elastic–plastic (i)
beams without doubly symmetric cross-sections or (ii)
members containing initial (residual) stress distributions.
2.2. GBT rate equations
Consider the arbitrary thin-walled prismatic member
depicted in Fig. 1, which shows also the global coordinate
system (X1,X2,X3) and the mid-surface local axes (x,y,z).
Following the usual GBT procedure [1], the wall displace-
ment components, measured along the local axes, can be
obtained by means of the kinematical relations
U x ¼ u zw;x Uy ¼ v zw;y U z ¼ w; ð3Þ
where the commas indicate differentiation and u, v and w
are the wall mid-line displacement components measured
along the local axes x, y and z. These displacement compo-
nents are expressed as linear combinations of the n GBT














where (i) uk, vk and wk are modal cross-section displace-
ment functions, obtained after performing the GBT
cross-section analysis [1], and (ii) /k(x) are the associated
modal amplitude functions. In order to accommodate fu-
ture developments, it is necessary to obtain the rate form
of the displacement field components given in Eqs. (3)
and (4). They read














where _/iðxÞ are modal rate amplitude functions.
When analysing the buckling behaviour of thin-walled
members subjected to combinations of axial compression
and pure bending (i.e., columns, beams or beam-columns),
it is common practice to assume that the membrane longi-
tudinal normal stresses, with distribution rMxxðx; yÞ, are the
only non-null stress components along the fundamental
























xx ¼ ET _eMxx; ð7Þ
where Eij are the active elastic moduli, ET is the uniaxial
tangent modulus and the superscripts (B) and (M) identify
the bending and membrane terms. Incorporating Eqs. (5)–
(7) into Eq. (1), one obtains the system of GBT rate equi-
librium equations and boundary conditions
Cf _/;xxxxg Df _/;xxg þ Bf _/g  Xf _/;xxg ¼ f0g ð8Þ
fd _/;xgT ðCf _/;xxg þDsf _/gÞjL0 ¼ 0
fd _/gT ðCf _/;xxxg þ Ds Dr  X
 
f _/;xgÞjL0 ¼ 0; ð9Þ
where matrices C, D, B and X are given by



























E22 wi;yy wj;yydy; X ij ¼
Z
S
rMxxtðvivj þ wi wjÞdy;
ð10Þ
t is the wall thickness and all the integrations are performed
along the cross-section mid-line S. It should be mentioned
that matrix X stems from the development of the second
term in the l.h.s. of Eq. (1) and, therefore, takes into ac-
count the geometrically non-linear effects. However, it










Fig. 1. Arbitrary thin-walled member geometry and coordinate systems.
R. Gonçalves, D. Camotim / Advances in Engineering Software 38 (2007) 637–646 639
Figura 2.3: Sistema de eixos locais de cada parede adoptado para um elemento com geometria arbi-
trária (extraído de Gonçalves e Camotim, 2007).
Perante a hipótese de Kirchhoff enunciada e segundo o sistema de eixos locais ilustrados pela





















Em que u, v e w são as componentes do deslocamento do plano médio das paredes ao longo dos
eixos x, y e z, respectivamente. Note-se que os primeiros termos de Ux e Uy correspondem à parcela
de deslocamento de membrana e os segundos termos à flexão, tal como representado na Figura 2.4.
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Bild 3.1 Aufteilung der linearen Wölbfunktion in Membran– und Plattenanteil
Damit wird
kũ(s, s̄) = kũM (s) + kũB(s, s̄)
= kũM (s)− kf̃ ′(s) · s̄ .
(3.20)
Die Ermittlung des Wölbwiderstands kC̃ bezüglich der gemäß (3.20) ergänzten
Wölbfunktion erfordert die Auswertung des Integrals
∫
A
kũ(s, s̄)2 dA. Da der
lineare und der konstante Anteil von kũ bezüglich des Integrals orthogonal
sind, zerfällt es in zwei Anteile, die getrennt voneinander ausgerechnet werden
können. Der erste Anteil kC̃M enthält nur den Membrananteil und ist mit
dem in Kap. 2 berechneten Wölbwiderstand identisch. Der zweite Anteil kC̃B
repräsentiert den Widerstand, der durch die Berücksichtigung der Längsbie-
gemomente hinzukommt (Platten– oder Biegeanteil). In Kap. 4 ist die exakte









kf̃ 2 ds . (3.21)
Die Integration wird scheibenweise vorgenommen. Sie ist, da sie auch in
anderem Zusammenhang vorkommt, in Kap. 7 programmierfertig ausgeführt.
Der Ausdruck (3.21) hat dieselbe Form wie (3.11), der Unterschied besteht
lediglich darin, daß in (3.21) über die bereits orthogonalisierten Verschiebungen
integriert wird.
Die aufgezeigte Näherung besteht einmal darin, daß die gemischten Anteile
des Wölbwiderstandes ikC̃B (i = k) nicht berücksichtigt werden, sie würden
das Differentialgleichungssystem verkoppeln. Zum anderen besteht sie in der
Vernachlässigung der Verkopplung zwischen den Plattenmomentenmx undms
durch die Querdehnung.
Figura 2.4: Deslocamento axial numa placa: decomposição nas parcelas de membrana e flexão (adap-
tado de Schardt, 1989).

















onde k = 1, ...,D, sendo D o número de modos de deformação, uk(y), vk(y) e wk são as componentes
de deslocamento dos modos de deformação, φk(x) são as funções de amplitude ao longo da barra,
constituindo as incógnitas do problema.
Recorrendo a funções de amplitude φk(x) = sinnπL , em que L é o semi-comprimento de onda (que
constituem a solução exacta para uma barra simplesmente apoiada), é possív l escrever a equação de
bifurcação da GBT, que constitui um problema de vectores e valores próprios e, com a sua resolução,



































































σMxxt(viv j +wiw j)dy,
(2.4)
em que λ = Mcr/M corresponde ao parâmetro crítico de carga e M é o momento aplicado para o qual
X é calculada (ver a expressão (2.4))e onde
B corresponde à rigidez de flexão transversal;
C é a rigidez de flexão longitudinal dos termos de membrana e de flexão;
D1 corresponde à rigidez de torção;
D2 é um termo relacionado com o acoplamento por efeito Poisson;
X engloba os efeitos geométricos não-lineares;
σMxx é a distribuição de tensões normais de membrana ao longo da parede.
Nesta dissertação, para calcular as tensões críticas pela GBT de modo expedito, criou-se uma
rotina em MATLAB, que se apresenta no Anexo A.
Neste capítulo estuda-se a bifurcação de perfis metálicos com secção em losango de parede fina,
recorrendo aos métodos citados.
2.2 Parâmetros intervenientes
Os perfis analisados possuem uma secção transversal fechada em losango e estão sujeitos à flexão
pura. As variáveis geométricas interveniente, representadas na Figura 2.5 são
• θ é o ângulo entre as paredes da secção e o plano horizontal;
• b é o comprimento das paredes da secção transversal;
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• t é a espessura das paredes da secção transversal;
• l é a largura da barra (distância entre apoios);
Figura 2.5: Barra com secção em losango de parede fina com os respectivos parâmetros geométricos.
A solução depende, ainda, dos seguintes parâmetros mecânicos, para os quais se assumiram va-
lores típicos do aço:
• E = 210 GPa é o módulo de Young;
• ν = 0.3 é o coeficiente de Poisson;
• G = E2(1+ν) = 80,769 GPa é o módulo de distorção;
2.3 Análise de bifurcação
Para se proceder à análise de bifurcação deste tipo de perfis, recorreu-se aos métodos discutidos em
2.1. Tal como foi referido anteriormente, o CUFSM permite conhecer as cargas de bifurcação para
cada modo de instabilidade, bem como a configuração da secção transversal das barras analisadas para
cada modo. Por seu lado, a GBT permite conhecer não só as cargas de bifurcação e a configuração
dos modos de instabilidade, mas também quantificar a participação dos modos de deformação nos
modos de instabilidade.
Examinando uma série de casos, nomeadamente para sete ângulos θ diferentes e variando o pa-
râmetro geométrico b/t, observa-se uma distinção no comportamento dos elementos: tal como é
ilustrado pelas Figura 2.6 e 2.7, observam-se vários modos de instabilidade, sendo que estes se dis-
tinguem em modos simétricos e modos anti-simétricos. Pelo estudo dos casos, verificou-se que são
sempre dois modos em particular, um simétrico e outro anti-simétrico, que exibem as cargas críticas.
De facto, qualquer um destes modos de instabilidade, que são sempre os que exibem cargas de bifur-
cação mais baixas, pode corresponder ao crítico (ver Figuras 2.6 e 2.7). Quanto aos restantes modos
de instabilidade, verificou-se que nunca são críticos. Tipicamente, os 3o e o 4o modos de instabilidade
caracterizam-se por serem modos anti-simétricos e simétricos, respectivamente, com duas semi-ondas
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nas paredes da secção transversal. Contudo, estes modos de instabilidade têm cargas de bifurcação
muito elevadas, apesar de ficarem um pouco mais próximos no caso de secções transversais com b/t
elevados, tal como ilustrado pela Figura 2.6.
Concentrando-nos nos modos de instabilidade que podem ser críticos, é possível fazer uma carac-
terização preliminar destes modos apenas com a informação obtida pelo CUFSM. Em todos os casos
(ver Figuras 2.6 e 2.7), o modo de instabilidade anti-simétrico apresenta características que correspon-
dem à definição clássica do modo de instabilidade local-de-placa, para qualquer semi-comprimento
de onda. No entanto, o modo de instabilidade simétrico apresenta características muito distintivas dos
restantes modos. Pelo observado no CUFSM nos pequenos semi-comprimento de onda, este modo
de instabilidade aparenta características de modo local-de-placa, mas também de modo distorcional
(na Figura 2.7, que representa um caso de uma secção de parede notoriamente menos fina do que o
ilustrado na Figura 2.6, entrevê-se deslocamentos em pelo menos um dos nós da secção transversal).
No entanto, para semi-comprimentos de onda um pouco maiores, o modo de instabilidade começa a
assemelhar-se à definição de modo distorcional, passando esta configuração a ser abandonada para
semi-comprimentos de onda muito elevados.
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Figura 2.6: Modos de instabilidade de acordo com o CUFSM para θ=12o e b/t = 38. Neste caso, o
modo de instabilidade anti-simétrico é crítico.
Para se compreender com clareza o comportamento e a natureza dos modos de instabilidade
simétricos, recorreu-se à GBT. Os modos de deformação adoptados, que traduzem comportamentos
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Figura 2.7: Modos de instabilidade de acordo com o CUFSM para θ = 14o e b/t = 16. Neste caso, o
modo de instabilidade simétrico é crítico.
específicos da estrutura, foram os tipicamente utilizados na GBT, nomeadamente flexão e distorção,
acrescentando-se modos locais-de-placa para refinar a solução.
Além das hipóteses mencionadas em 2.1, foi adoptada uma simplificação de simetria a meio da
secção transversal. Assim, uma vez que se pretende estudar os modos simétricos em particular, é
possível reduzir o número de modos a introduzir e, consequentemente, o esforço computacional, sem
comprometer a precisão da solução.
Foi necessário adicionar modos de deformação que traduzissem comportamentos associados aos
modos local-de-placa, distorcional e global, separadamente. Assim, as componentes de deslocamento
w, v e u dos modos de deformação ilustrados na Figura 2.9 foram definidas de acordo com um deslo-
camento ou rotação unitária imposta.




= vk,yφ = 0, (2.5)
o que implica que o deslocamento vk é constante. Para definição dos modos de flexão (1o modo) e










= uk,yφk,x + vkφk,x = (uk,y + vk)φk,x = 0⇒ uk,y =−vk, (2.6)
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Figura 2.8: Sistema de eixos utilizado para definir as equações dos modos de deformação representado
nas paredes da secção transversal.
Os vectores de deslocamento, cujas componentes correspondem às duas paredes da secção trans-
versal (com a simplificação de simetria), foram definidos de acordo com o sistema de eixos da Fi-
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No caso dos modos de deformação de carácter local-de-placa, o 5o modo de deformação, caraterizado








































enquanto que o 6o modo de deformação, que corresponde a rotações nulas em ambas as extremidades







































quanto ao 7o modo , este é anti-simétrico em relação ao 6o modo, tal como se pode verificar nas








































Note-se que, nos modos locais-de-placa, os denominadores das expressões de w correspondem ao
valor máximo das funções (que compõem o numerador). Isto foi feito para que os deslocamentos em
todos os modos de deformação correspondessem a deslocamentos unitários segundo a direcção z.
Definidos os modos de deformação, passou-se à aplicação da GBT de acordo com a metodologia
descrita em 2.1 e à comparação dos resultados desta com a curva do modo de instabilidade simétrico
obtido no CUFSM. Observando o exemplo da Figura 2.10, verifica-se que a solução do CUFSM e a
obtida pela GBT estão proximas. Por conseguinte, há uma série de informações importantes a registar.
Observando os factores de participação das Figuras 2.10 e 2.11, que são representativos dos casos
em que os modos anti-simétricos e simétricos são críticos, respectivamente, verifica-se que os modos
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(b) 2o modo de deformação: distorção
(c) 3o modo de deformação: empenamento de
flexão
(d) 4o modo de deformação: empenamento de
distorção
(e) 5o modo de deformação: local-de-placa
(f) 6o modo de deformação: local-de-placa (si-
métrico)
(g) 7o modo de deformação: local-de-placa
(anti-simétrico)
Figura 2.9: Modos de deformação utilizados na análise pela GBT.
locais-de-placa (5o, 6o e 7o modos de deformação) obtêm maiores participações na zona dos peque-
nos semi-comprimentos de onda (L/b ≤ 2). No caso em que os modos anti-simétricos são críticos
(Figura 2.10), os factores de participação dos modos locais-de-placa são significativamente superio-
res aos restantes. Quanto aos casos em que os modos simétricos são críticos (Figura 2.11), para os
pequenos semi-comprimentos de onda, não se verifica que existam modos de deformação com facto-
res de participação decisivamente superiores aos restantes, pelo que o modo de instabilidade possui
características de modo local-de-placa e de modo distorcional. Para semi-comprimentos de onda
maiores, constata-se que a curva dos modos simétricos torna-se sempre crítica. Nesta zona, o aspecto
da deformada da secção transversal apresenta características de modo de instabilidade distorcional,
facto que é atestado pelos factores de participação do modo de deformação distorcional (2o modo
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de deformação) obtidos pela GBT, que atinge maior relevo para uma gama de valores de L/b entre,
aproximadamente, 2 e 10. Gradualmente, nota-se um crescimento consistente do peso do modo de
flexão, tomando este a maior parte da participação dos modos, para grande semi-comprimentos de
onda. Apesar de a influência do modo de deformação distorcional ainda se prolongar um pouco, este
crescente peso do modo de flexão denuncia que o modo de instabilidade tende a abandonar o seu
carácter distorcional e a assumir-se como um modo de instabilidade global.
Em resumo, olhando para os casos particulares ilustrados pelas Figuras 2.10 e 2.11 nota-se que, no
primeiro caso, em que os elementos que compõem a secção transversal são mais esbeltos, os modos
de deformação locais têm um maior peso no modo de instabilidade crítico do que no segundo caso,
para pequenos semi-comprimentos de onda. Para semi-comprimentos de onda maiores, o observado,
em ambos os casos, é idêntico, com o modo de instabilidade a tomar, inicialmente, um carácter
tendencialmente mais distorcional e, posteriormente, a distinguir-se claramente o perfil global do
modo de instabilidade. No geral, o modo distorcional assume um peso bastante significativo para uma
grande gama de semi-comprimentos de onda, constituindo, portanto, parte essencial da caracterização
do modo de instabilidade simétrico. Da análise da participação modal pode concluir-se que o modo
1 (flexão), o qual caracteriza a trajectória fundamental, participa sempre no modo de instabilidade
simétrico, o que permite afirmar que não se trata de uma bifurcação mas sim de um ponto limite.
Fazendo uma observação generalista das cargas críticas das Figuras 2.10 e 2.11, nota-se que
ocorrem dois pontos mínimos, i.e., distinguem-se duas cargas críticas mínimas que, tipicamente,
se situam em L/b = 1 e em, aproximadamente, entre L/b = 5 e L/b = 10, sendo que este último
é pouco perceptível, pois a configuração da curva aproxima-se de um patamar para grandes semi-
comprimentos de onda. Se na zona do 2o mínimo é inequívoco que este está associado ao modo
simétrico distorcional – vejam-se os factores de participação e a configuração deformada da secção
transversal nos distintos casos representados –, no caso do 1o mínimo, este pode estar associado tanto
ao modo de instabilidade anti-simétrico local-de-placa como ao modo simétrico com características
de modo local-de-placa e de modo distorcional. Curiosamente, observou-se que, sempre que a tensão
crítica mínima está associada ao modo de instabilidade simétrico, esta ocorre sempre na zona do
segundo mínimo, estando, portanto, sempre associada ao modo distorcional. Posto isto, é possível
afirmar que a ocorrência do valor mínimo das tensões críticas está associado ao modo anti-simétrico
local-de-placa ou ao modo simétrico distorcional, sendo pertinente conhecer em que circunstâncias é
que ocorre um caso ou o outro.
De forma a compreender em que medida é que os parâmetros geométricos afectam a ocorrência de
determinado tipo de modo de instabilidade associado à carga crítica mínima, investigou-se a fronteira
para a qual, em função do ângulo θ e do parâmetro adimensional b/t, a carga crítica mínima passa do
modo local-de-placa para o modo distorcional, para qualquer valor do semi-comprimento de onda, L.
A Tabela 2.1 exibe os valores destes parâmetros para os quais a tensão crítica mínima obtida no
CUFSM está associada aos modos de instabilidade locais-de-placa e distorcionais, bem como infor-
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1º modo de deformação
2º modo de deformação
3º modo de deformação
4º modo de deformação
5º modo de deformação
6º modo de deformação
7º modo de deformação
Figura 2.10: Comparação entre os resultados do CUFSM e os obtidos pela GBT no caso de θ = 12o
e b/t = 30.
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1º modo de deformação
2º modo de deformação
3º modo de deformação
4º modo de deformação
5º modo de deformação
6º modo de deformação
7º modo de deformação
Figura 2.11: Comparação entre os resultados do CUFSM e os obtidos pela GBT no caso de θ = 14o
e b/t = 16.
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para cinco classes de aço. A Figura 2.12 ilustra isto graficamente. Tal como se pode observar pela
Figura 2.12, o modo distorcional crítico é mínimo para uma gama de valores baixos de θ e b/t.
Tabela 2.1: Parâmetros geométricos correspondentes à fronteira entre o modo de instabilidade distor-
cional e o modo local-de-placa, respectivas classificações das secções e esbeltezas normalizadas para
quatro classes de aço, segundo o EC3.
σdistcr
σloccr






















8 o 34 1 0.41 2 0.44 3 0.50 3 0.54 3 0.57
10 o 27 1 0.32 1 0.35 1 0.40 2 0.43 2 0.45
12 o 22 1 0.26 1 0.29 1 0.33 1 0.35 1 0.37
14 o 19 1 0.23 1 0.25 1 0.28 1 0.30 1 0.32
16 o 17 1 0.20 1 0.22 1 0.25 1 0.27 1 0.28
18 o 15 1 0.18 1 0.19 1 0.22 1 0.24 1 0.25
20 o 13 1 0.16 1 0.17 1 0.19 1 0.21 1 0.22












Figura 2.12: Parâmetros geométricos correspondentes à fronteira entre o modo de instabilidade dis-




Resistência de vigas de secção fechada em
losango com parede fina
3.1 Introdução
Neste capítulo, analisou-se a capacidade resistente das vigas recorrendo ao software de Elementos Fi-
nitos de casca ADINA (Bathe, 2010), com o intuito de perceber se e como os fenómenos distorcionais
influenciam a resistência de vigas com as características abordadas neste trabalho. No total, foram
analisadas 42 vigas com secções transversais com características distintas, nomeadamente na sua con-
figuração geométrica e na sua classe de aço, sendo abordados todos os pormenores relativamente aos
cálculos realizados e à modelação efectuada. Tentou-se, também, perceber se a capacidade resistente
calculada de acordo com a metodologia preconizada pelo EC3 é válida para este tipo de perfis. De
seguida, as capacidades resistentes, tanto as calculadas pelo ADINA como as calculadas pelo EC3,
são comparadas com as curvas de dimensionamento do MRD e com as curvas de encurvadura do
EC3, para tentar perceber se pode ser feita alguma relação com os resultados obtidos. Finalmente,
são efectuadas recomendações quanto ao dimensionamento destes elementos.
3.2 Aspectos de modelação
3.2.1 Condições de fronteira
Com o propósito de reduzir o esforço computacional, foram introduzidas simplificações de simetria
a meio vão da viga e a meia secção transversal, impondo-se as condições de fronteira convenientes.
Assim, a meio vão foram restringidos os deslocamentos segundo y e as rotações segundo x e z; a meia
secção restringiram-se o deslocamento segundo x e as rotações segundo y e z. Nas extremidades da
viga restringiram-se os deslocamentos segundo os eixos x e z. As condições de fronteira e o sistema
de eixos encontram-se representados na figura 3.1.
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3 1 2 3
B - - -
C - - -
D - -




Figura 3.1: Representação do perfil tipo analisado no ADINA, com as respectivas simplicações, con-
dições de fronteira e sistema de eixos.
3.2.2 Cargas aplicadas
Foi introduzida uma rotação unitária segundo o eixo x na extremidade da barra. Tal como se pode ver
na Figura 3.1, foram introduzidas barras rígidas na extremidade da barra, de modo a assegurar uma
distribuição uniforme da carga aplicada.
3.2.3 Malha de Elementos Finitos
Decidiu-se adoptar elementos finitos de quatro nós, os quais são aconselhados para efectuar análises
física e geometricamente não-lineares (Bathe, 2010). Outro aspecto capital que é necessário ter em
conta, é a dimensão dos elementos finitos, pois é imprescindível obter resultados precisos, ao mesmo
tempo que se tenta mitigar o esforço computacional envolvido. Assim, para obter uma optimização
satisfatória destes dois aspectos, foi necessário efectuar um estudo preliminar.
Decidiu-se comparar três dimensões de malhas diferentes, com 5, 7 e 10 elementos finitos na
parede da secção transversal, representadas nas Figuras 3.2, Figura 3.3 e Figura 3.4, respectivamente,
com a tensão de comparação de Von Mises. Pela análise do gráfico momento flector-rotação da Fi-
gura 3.5, constatou-se que os resultados da malha mais grosseira estão significativamente afastados
dos restantes casos analisados, pelo que se decidiu que a precisão dos resultados deveria ser ligei-
ramente melhor, devendo optar-se por uma malha mais justa. Assim, escolheu-se a malha com 7
elementos finitos na parede da secção transversal, pois esta já apresenta resultados bastante aceitáveis
comparativamente com o caso da malha mais refinada, onde o acréscimo de esforço computacional
não se traduz numa melhoria significativa da precisão.
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Figura 3.2: Malha de Elementos Finitos com 5 elementos na parede, representada com a tensão de
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Figura 3.3: Malha de Elementos Finitos com 7 elementos na parede, representada com a tensão de
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Figura 3.4: Malha de Elementos Finitos com 10 elementos na parede, representada com a tensão de
comparação de Von Misses.
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Malha com 10 EF na parede
Malha com 7 EF na parede
Malha com 5 EF na parede
Figura 3.5: Gráfico momento flector-rotação onde se compara a precisão dos resultados obtidos com
malhas de elementos finitos com 5, 7 e 10 elementos finitos na parede da secção transversal.
3.2.4 Modelação do material
Para atribuição das propriedades mecânicas do perfil metálico, foi definido um material elasto-plástico
perfeito cujo comportamento é caracterizado pelo módulo de Young E = 210 MPa e pelo coeficiente
de Poisson ν = 0,3. Nos casos estudados, a tensão de cedência adoptada foi fy = 275 MPa e fy =
460 MPa.
3.2.5 Imperfeições
No estudo de elementos de parede fina, não existe grande unanimidade na comunidade científica
quanto à distribuição e magnitude das imperfeições a admitir para a modelação computacional (Scha-
fer e Peköz, 1998a). Shafer e Peköz procederam a uma colecta de dados existentes e efectuaram
testes com o propósito de fornecer directrizes para a modelação de imperfeições geométricas e ten-
sões residuais em perfis de aço enformado a frio. Assim, foi proposta uma série de magnitudes
para as imperfeições geométricas máximas associadas a uma probabilidade de ocorrência (Schafer e
Peköz, 1998a). No entanto, a incerteza quanto à magnitude das imperfeições geométricas permanece,
acontecendo que muitos autores optam por arbitrar valores mais ou menos vulgares neste tipo de in-
vestigação. Muitas vezes, a imperfeição geométrica é introduzida com magnitude equivalente a uma
percentagem da espessura das paredes (Dinis e Camotim, 2010) ou mesmo no comprimento do perfil
(Silvestre, Camotim e Young, 2009).
Na presente dissertação, seguiu-se a indicação fornecida pelo Anexo C da norma EN 1993-1-5
(CEN, 2006), que concerne à determinação de cargas de colapso por Métodos de Elementos Finitos.
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Assim, fixou-se uma imperfeição geométrica local equivalente a b/200 (ver Figura 3.6). Por exemplo,
esta imperfeição está em consonância com as imperfeições admitidas por Migita e Fukumoto (1997),
que investigaram o comportamento de encurvadura local de seções poligonais de parede fina. Para
introduzir a imperfeição geométrica no ADINA, foi necessário fazer uma análise de estabilidade para








Figura 3.6: Imperfeição geométrica local de acordo com o EN 1993-1-5 (CEN, 2006).
Para ilustrar a influência das imperfeições para a resistência deste tipo de secções, foram analisa-
dos 4 casos no ADINA. Tal como é possível contatar pela observação da Figura 3.7, verifica-se que a
inclusão de imperfeições na modelação leva a uma redução significativa da capacidade resistente da
secção.
3.2.6 Caracterização geométrica
À semelhança do perfil tipo do capítulo anterior, foi analisado um perfil com uma seção transversal
em losango com paredes com largura b = 200 mm. Os parâmetros θ e t são variáveis. O comprimento
do perfil foi definido como l = 3 m (apesar de só se ter representado no ADINA l = 1,5 m, pois
aplicou-se uma simplificação de simetria a meio vão).
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(a) Curva momento-rotação com θ = 16o e b/t = 38.





















(b) Curva momento-rotação com θ = 16o e b/t = 55.




















(c) Curva momento-rotação com θ = 20o e b/t = 38.





















(d) Curva momento-rotação com θ = 8o e b/t = 55.
Figura 3.7: Efeito das imperfeições em algumas das vigas estudadas.
3.3 Comparação entre o EC3 e o ADINA
3.3.1 Fronteira entre secções de classe 2 e 3
Foram analisadas vigas cuja geometria da secção transversal se localiza próxima da fronteira entre
as classes 2 e 3, segundo o EC3, para perfis de aço da classe S275. Para tal, as secções escolhidas
possuem b/t = 38, pois assim, seguindo as indicações do EC3 (ver quadro da Figura 1.10), é possível
mobilizar a resistência plástica das secções.
Na generalidade dos casos, verifica-se que, na relação momento-rotação, o comportamento dos
perfis caracteriza-se pela ocorrência de um momento limite, tal como se pode verificar pelo gráfico
da Figura 3.8. Verica-se que o incremento da rotação é acompanhado por um aumento gradual da
deformação das paredes da secção transversal, sendo que este já é visível na zona do momento li-
mite (Figura 3.9). Após a zona do momento limite, a distorção da secção torna-se mais evidente,
observando-se um achatamento da secção semelhante ao do efeito Brazier, tal como se pode ver na
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Figura 3.8: Relação momento flector-rotação, para o caso de θ = 14o e b/t = 38.





Figura 3.9: Deformação do perfil na zona do ponto limite, para o caso de θ = 14o e b/t = 38.
Para fazer a comparação da capacidade resistente das vigas, foi necessário proceder ao cálculo
dos momentos flectores resistentes de acordo com o EC3, pelo que se efectuou uma série de cálcu-
los, de acordo com o enunciado no Capítulo 1. Começou-se por calcular o momento de inércia da
secção transversal. De acordo com a representação da Figura 3.12, a matriz de inércia do elemento
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TIME 0.1000 DISP MAG 0.8000
X Y
Z
Figura 3.10: Deformação do perfil em rotação = 0.1 rad, para o caso de θ = 14o e b/t = 38.
TIME 0.2500 DISP MAG 0.8000
X Y
Z
Figura 3.11: Deformação do perfil em rotação = 0.2 rad, para o caso de θ = 14o e b/t = 38.












Pela representação do círculo de Mohr da Figura 3.13, uma vez que se pretende obter o momento de









pelo que, o momento de inércia relativamente ao eixo x é
Ix = OC+Rcos(180−2α), (3.4)
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α
α
Figura 3.12: Representação dos eixos para cálculo do momento de inércia.
e o momento de inércia da secção transversal toda é
Itotal = 2Ix. (3.5)
Assim, a partir da matriz de inércia (3.1), vem que
α



































Quanto ao módulo de flexão plástico, este foi calculado por
Wpl = Absinθ, (3.11)
onde a área é
A = 4bt. (3.12)
Assim, o momento de cedência e o momento flector plástico foram calculados através das equações
(1.8) e (1.7), respectivamente, já enunciadas em 1.2.3.2.
A Tabela 3.1 contém os resultados da comparação entre os momentos flectores resistentes calcu-
lados de acordo com o EC3 e os registados no ADINA. A tabela é composta pela classe das secções
de acordo com o EC3, os momentos plástico e de cedência de cada secção transversal, a magnitude
da imperfeição geométrica tal como introduzida no modelo do ADINA e o respectivo momento re-
sistente verificado, os momentos críticos calculados a partir das tensões críticas obtidas no CUFSM





uma vez que a resistência considerada neste caso corresponde à plástica. A mesma tabela, mas com
maior detalhe, pode ser consultada na Tabela B.1 do Anexo B.
Verificou-se que em nenhum dos casos os valores registados no ADINA excederam os momentos
flectores resistentes do EC3. Na verdade, os resultados do ADINA indiciam que a resistência plástica
não é mobilizada, ao contrário do que o EC3 prescreve. Os momentos flectores máximos registados
aproximam-se do momento elástico da secção, sendo que, caso fosse admitida uma distribuição elás-
tica de tensões, então o momento resistente do EC3 já seria mais próximo do registado no ADINA.
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Tabela 3.1: Momentos flectores resistentes calculados de acordo com o EC3 e registados no ADINA,


















8o 38 2 16.11 10.84 9.903E-04 11.19 11.69 0.695
10o 38 2 20.11 13.48 9.848E-04 14.37 15.66 0.715
12o 38 2 24.07 16.11 9.781E-04 17.15 19.60 0.712
14o 38 2 28.01 18.73 9.703E-04 19.57 23.43 0.699
16o 38 2 31.92 21.32 9.613E-04 21.62 27.23 0.677
18o 38 2 35.78 23.89 9.511E-04 23.61 30.96 0.660
20o 38 2 39.60 26.44 9.397E-04 25.49 34.59 0.644
Verificou-se ainda, que os momentos resistentes registados no ADINA com e sem imperfeições ge-
ométricas são, no caso dos ângulos θ mais pequenos, bastante próximos um do outro. No entanto,
quando θ aumenta, os momentos flectores começam a divergir mais.
Quanto ao factor de redução, χpl , os seus valores não são muito elevados, uma vez que os mo-
mento resistentes plásticos da secção são significativamente superiores aos momentos flectores obser-
vados no ADINA. A oscilação de χ é pouco previsível, não se verificando nenhuma relação directa
com a variação de θ.
3.3.2 Fronteira entre secções de classe 3 e 4
Analisaram-se secções com b/t = 55 com o intuito de examinar a fronteira entre as classes 3 e 4 de
acordo com o EC3, mas utilizando uma secção ainda enquadrada na classe 3, evitando o cálculo da
secção efectiva, tal como como é prescrito para as secções de classe 4.
Em termos do comportamento, este é bastante semelhante ao observado no caso anterior (ver
Figura 3.14), sendo, nestes casos, um pouco mais perceptível a deformação das paredes da secção
transversal na zona do momento limite, fruto da maior esbelteza dos elementos (Ver as Figuras 3.15,
3.17 e 3.17).
A Tabela 3.2, à semelhança da analisada na secção anterior, compara os resultados dos momentos
flectores resistentes calculados de acordo com o EC3 e os registados no ADINA, com e sem imper-





Constatou-se que os momentos flectores resistentes calculados pelo EC3 excedem os obtido pelo
ADINA, apesar de serem ligeiramente mais próximos do que nos casos discutidos em 3.3.2 (χ está
um pouco mais próximo da unidade). No entanto, verifica-se que os momentos flectores registados
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Figura 3.15: Deformação do perfil na zona do ponto limite, para o caso de θ = 14o e b/t = 55.
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Figura 3.16: Deformação do perfil em rotação = 0.1 rad, para o caso de θ = 14o e b/t = 55.
TIME 0.2500 DISP MAG 0.8000
X Y
Z
Figura 3.17: Deformação do perfil em rotação = 0.2 rad, para o caso de θ = 14o e b/t = 55.
Tabela 3.2: Momentos flectores resistentes calculados de acordo com o EC3 e registados no ADINA


















8o 55 3 11.13 7.45 9.903E-04 5.60 6.74 0.751
10o 55 3 13.89 9.29 9.848E-04 6.90 9.30 0.743
12o 55 3 16.63 11.11 9.781E-04 8.06 11.83 0.725
14o 55 3 19.35 12.92 9.703E-04 9.08 14.34 0.703
16o 55 3 22.05 14.72 9.613E-04 10.12 16.79 0.687
18o 55 3 24.72 16.49 9.511E-04 11.14 19.24 0.675
20o 55 3 27.36 18.25 9.397E-04 12.20 21.58 0.668
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no ADINA sem as imperfeições geométricas são superiores aos momentos do EC3, com excepção
para o caso de θ = 8o. No Anexo B pode consultar-se esta tabela com maior pormenor (Tabela B.2).
3.3.3 Comparação dos resultados com as curvas de dimensionamento
Na sequência dos resultados obtidos nas Secções 3.3.1 e 3.3.2, é conveniente investigar como é que os
momentos flectores resistentes se relacionam com as curvas de encurvadura do EC3 e do supramen-
cionado MRD, já discutidos em 1.2.3.4 e 1.2.5, respectivamente. Deste modo, foram registados os
momentos flectores resistentes, considerando 42 secções transversais com propriedades geométricas
diversas. Além dos casos estudados em 3.3.1 e 3.3.2, foram acrescentados os casos de b/t=45 para a
classe de aço S275 e de b/t=38, b/t=55 e b/t=70 para a classe de aço S460. Para cada relação b/t
estudada, analisou-se uma série de sete geometrias diferentes, com θ a variar deste 8o até 20o. As
tabelas com os cálculos efectuados podem ser consultadas no Anexo B.
Atente-se que, nos casos das vigas com b/t=55 e b/t=70 da classe de aço S460, enquadradas
na classe 4 do EC3, foi necessário calcular a secção efectiva. O cálculo foi efectuado segundo a
metodologia detalhada na secção 1.2.3. Assim, a largura efectiva é
be f f = b se λ≤ 0,673,
be f f = b
λ−0,055(3+ψ)
λ








Simplificadamente, a quantificação de ψ pode ser feita admitindo a secção não reduzida, de forma a
contornar morosos cálculos iterativos (Rondal et al., 1992). Desta forma, as larguras efectivas foram
calculadas usando ψ = 0. Assim, a área efectiva corresponde a
Ae f f = A−2t(b−be f f ), (3.17)
estando representada na Figura 3.18. Quanto ao cálculo do módulo de flexão elástico, uma vez que
se passou a admitir uma secção efectiva, é necessário recalcular a posição do centróide
yG =
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e calculando o momento de inércia da área removida de forma análoga ao processo descrito em 3.3.1,
é possível calcular o momento de inércia final, tendo em conta o Teorema de Lagrange-Steiner,
I f inal = Itotal−
(
Iremovida +2t(b−be f f )d2
)
, (3.20)







Figura 3.18: Representação da secção transversal efectiva. A área efectiva encontra-se representada
a amarelo.
Os resultados obtidos foram comparados em gráficos relacionando a esbelteza, λ, com o factor de






onde MR é o momento flector resistente obtido no ADINA ou calculado de acordo com o EC3,
tal como foi registado nos gráficos das Figuras 3.20 e 3.19. Nos gráficos das Figuras 3.22 e 3.21,

















conforme se esteja a analisar a resistência elástica ou plástica, onde o momento crítico, Mcr, corres-
ponde ao produto entre o módulo de flexão da secção transversal e a tensão crítica obtida no programa
CUFSM. Uma vez que se coloca a hipótese de utilizar as tensões críticas dos modos de instabilidade
simétricos e anti-simétricos, foram criados dois tipos de gráficos distintos, considerando os modos de
instabilidade simétricos (Figuras3.20 e 3.22) e os modos de instabilidade anti-simétricos (Figuras 3.19
e 3.21). Note-se que, de forma a que os dados fossem comparáveis, considerou-se sempre o módulo
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de flexão da secção transversal total. Além das legendas que constam nos gráficos, distinguem-se
as classes das secções transversais de acordo com o EC3 pelas cores roxa, vermelha e azul, para as
classes 2, 3 e 4, respectivamente.
Pela avaliação do gráfico da Figura 3.19, onde os momentos flectores obtidos pelo ADINA e
os calculados de acordo com o EC3 são comparados com o momento flector elástico da secção e
em que se teve em conta a tensão crítica dos modos anti-simétricos, verifica-se que os valores de χ
correspondentes ao EC3 coincidem com a curva de dimensionamento do MRD do modo de instabi-
lidade local. No entanto, os χ correspondentes ao ADINA são significativamente inferiores, sendo
que apenas a curva de encurvadura «d» do EC3 garante que os resultados estão do lado da segurança.
Na Figura 3.20, onde se teve em conta a tensão de cedência dos modos de instabiliadde simétricos,
todos os valores de χ baixam relativamente ao gráfico da Figura 3.19, verificando-se que vários dos
resultados do ADINA ficam abaixo da curva «d», independentemente da classe da secção transversal.
Nas situações em que se considerou a resistência plástica da secção, os resultados obtidos são
bastante inferiores ao caso anterior, com a generalidade dos valores de χ relativos ao ADINA a apa-
recerem abaixo das curvas do MRD e do EC3 (ver Figuras 3.21 e 3.22). Os valores calculados de
acordo com a metodologia do EC3 também são significativamente baixos, com os χ correspondentes
à classe 2 a ficarem bastante perto dos valores relativos ao ADINA. Assim, fica patente que neste tipo
de secções transversais não deve ser tida em conta a resistência plástica da secção transversal, pois
esta encontra-se muito longe da resistência observada no ADINA, mesmo nos elementos com paredes
menos finas.
Resumindo, os resultados são melhores quando se considera a resistência elástica da secção trans-
versal e se utiliza a carga crítica dos modos de instabilidade anti-simétricos, podendo ser, nestes casos,
adoptada a curva «d» do EC3. As grandes diferenças verificadas entre o observado no ADINA e o
calculado de acordo com o EC3 residem na influência que fenómenos distorcionais como o efeito
Brazier têm na resistência deste tipo de vigas. Aconselha-se que a tensão crítica seja obtida com base
em métodos numéricos apropriados, como o MFF ou a GBT.
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Figura 3.19: Comparação dos momentos flectores resistentes obtidos pelo ADINA e pelo EC3 com
as curvas de dimensionamento do MRD e as curvas de encurvadura do EC3, considerando a re-
sistência elástica da secção transversal. Considerou-se a tensão crítica correspondente aos modos
anti-simétricos.





















Figura 3.20: Comparação dos momentos flectores resistentes obtidos pelo ADINA e pelo EC3 com as
curvas de dimensionamento do MRD e as curvas de encurvadura do EC3, considerando a resistência
elástica da secção transversal. Considerou-se a tensão crítica correspondente aos modos simétricos.
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Figura 3.21: Comparação dos momentos flectores resistentes obtidos pelo ADINA e pelo EC3 com
as curvas de dimensionamento do MRD e as curvas de encurvadura do EC3, considerando a re-
sistência plástica da secção transversal. Considerou-se a tensão crítica correspondente aos modos
anti-simétricos.





















Figura 3.22: Comparação dos momentos flectores resistentes obtidos pelo ADINA e pelo EC3 com as
curvas de dimensionamento do MRD e as curvas de encurvadura do EC3, considerando a resistência
plástica da secção transversal. Considerou-se a tensão crítica correspondente aos modos simétricos.
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4.1 Conclusões
O trabalho desenvolvido focou-se, principalmente, na análise dos fenómenos distorcionais, executada
através da análise da instabilidade bifurcacional efectuada com recurso a métodos numéricos e da
análise da resistência.
Foi discutida a natureza dos fenómenos de instabilidade (Capítulo 1), nomeadamente a sua ca-
racterização e os métodos apropriados para a sua análise. Foram, também, abordados conceitos e
metodologias, de modo a permitir uma melhor compreensão de como os regulamentos e os diferen-
tes métodos lidam com os fenómenos de instabilidade, sendo apresentada a metologia adoptada pelo
EC3, seguida de uma discussão acerca do Método das Larguras Efectivas e do Método da Resistência
Directa. Foi, também, discutido o fenómeno distorcional efeito Brazier, discutindo-se o comporta-
mento das estruturas susceptíveis ao mesmo.
Na análise da Bifurcação (Capítulo 2), foram apresentados os métodos utilizados neste trabalho,
nomeadamente o MFF e a GBT. Concluiu-se que o MFF representa uma boa alternativa a outros
métodos mais complexos (e.g., MEF de casca), pois consegue, com pouco esforço computacional,
determinar as cargas críticas associadas aos modos de Instabilidade. No entanto, para se poder carac-
terizar os modos de instabilidade, foi necessário recorrer a GBT, pois esta permite obter a participação
modal associada aos modos. Para tal, foi necessário criar uma rotina em MATLAB. Depois de pa-
rametrizado o problema, foi efectuada uma descrição completa da bifurcação deste tipo de secções
transversais, através da análise de vários casos. Em particular, obtiveram-se as seguintes conclusões:
• Os modos de instabilidade observados podem ser distinguidos entre modos de instabilidade
simétricos e anti-simétricos;
• Apenas dois modos de instabilidade é que podem ser críticos, nomeadamente os modos simé-
tricos e anti-simétricos com uma semi-onda no comprimento das paredes da secção transversal.
Os restantes modos de instabilidade apresentam cargas de bifurcação muito mais elevadas;
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• O modo de instabilidade anti-simétrico é essencialmente local-de-placa, pois estes modos de
deformação atingem grandes participações modais quando este é crítico;
• Em todos os casos, os modos locais-de-placa têm participações significativas nos pequenos
semi-comprimentos de onda (maiores nos casos em que o modo crítico corresponde ao modo
de instabilidade anti-simétrico), sendo que a sua participação modal praticamente se extingue
para semi-comprimentos de onda maiores;
• O modo de instabilidade simétrico apresenta características mistas de modo local-de-placa e
de modo distorcional para pequenos semi-comprimentos de onda. Para semi-comprimentos
maiores, o modo apresenta características de modo distorcional/global;
• Verificou-se que, nas curvas das cargas críticas, existem dois mínimos. Quando o modo de
instabilidade crítico está associado ao modo anti-simétrico, a carga crítica ocorre no primeiro
mínimo, enquanto que nos casos em que o modo simétrico é crítico, então a carga crítica ocorre
no segundo mínimo;
• Constatou-se que a carga crítica mínima está associada ao modo de instabilidade simétrico para
valores de θ e b/t baixos.
Quanto à análise da resistência das vigas (Capítulo 3), foram analisadas 42 vigas através da com-
paração de resultados obtidos pela metodologia preconizada pelo EC3 e obtidos pelo ADINA com as
curvas de dimensionamento do MRD e as curvas de encurvadura do EC3. Foram, também, aborda-
dos todos os aspectos essenciais da modelação, nomeadamente, as condições de fronteiras adoptadas,
a aplicação das cargas, a definição da malha de Elementos Finitos, as propriedades do material e a
definição e introdução das imperfeições geométricas. As conclusões efectuadas quanto à resistência
deste tipo de vigas foram:
• Na generalidade dos casos, verifica-se que, num gráfico momento flector-rotação, o comporta-
mento da estrutura caracteriza-se pela ocorrência de um momento limite e por uma crescente
distorção da secção transversal, mais evidente após o momento limite;
• Nas secções classificadas pelo EC3 como classe 2, mas localizadas na fronteira entre classe 2
e 3, verificou que a resistência plástica da secção transversal não é mobilizada, ao contrário
do que o EC3 prescreve, pois esta ficou bastante abaixo dos valores registados no ADINA,
obtendo-se um factor de redução, χ, que oscila entre 0,644 e 0,715. Justifica-se considerar a
resistência elástica da secção, uma vez que esta encontra-se abaixo dos momentos flectores do
ADINA;
• Verificou-se que, na fronteira entre classe 2 e 3, os momentos flectores do ADINA com e sem
imperfeições geométricas são mais próximos quando o θ é baixo;
62
4.2. Desenvolvimentos futuros
• Nas secções classificadas como classe 3, mas situadas na fronteira entre as classes 3 e 4,
verificou-se os momentos flectores registados no ADINA são inferiores à resistência elástica
das secção transversal;
• Também nas secções classificadas como classe 3, verificou-se que, caso não fossem introduzi-
das as imperfeições geométricas no modelo, então o momento flector do ADINA seria superior
à resistência elástica da secção transversal , para a maior parte dos casos estudados;
• Verificou-se que, quando se considera a resistência elástica da secção transversal, os momentos
flectores calculados de acordo com o EC3 são bastante próximos das curvas de dimensiona-
mento do MRD;
• Observou-se que considerando a resistência plástica da secção e/ou a tensão crítica associada
ao modo de instabilidade simétrico, os resultados ficam abaixo das curvas do MRD e das curvas
de encurvadura do EC3;
• Concluiu-se que o efeito Brazier observado nestes elementos conduz a uma grande redução da
capacidade resistente das vigas;
• Recomenda-se a utilização da curva «d» do EC3, considerando a resistência elástica da secção
transversal e a tensão crítica associada ao modo de instabilidade anti-simétrico, devendo esta
ser quantificada com base em métodos numéricos apropriados, como o MFF e a GBT.
4.2 Desenvolvimentos futuros
Os resultados obtidos sugerem uma grande influência dos fenómenos distorcionais neste tipo de ele-
mentos. Para validação dos resultados obtidos, deveria-se proceder à realização de ensaios.
Propõe-se, também, que se estude qual a influência do efeito Brazier em elementos com caracte-
rísticas diferentes, tendo em vista verificar em que medida é que o EC3 consegue garantir a segurança
na ocorrência deste fenómeno. Futuramente, poderia-se alargar este tipo de análise a secções poligo-
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teta=teta*pi/180; %converte theta de graus para radianos.
% Introdução dos parâmetros simbólicos:
syms y;









Anexo A. Rotina em MATLAB para aplicação da GBT
%Definição das equações dos modos de deformação:
w=[cos(teta),-cos(teta);... % 1o modo
cos(teta)-3*y^2*(tan(teta)*sin(teta)+cos(teta))/...
b^2+2*y^3*(tan(teta)*sin(teta)+cos(teta))/b^3,... % 2o modo (1a parede)
cos(teta)-3*y^2*(tan(teta)*sin(teta)+cos(teta))/...
b^2+2*y^3*(tan(teta)*sin(teta)+cos(teta))/b^3;...% 2o modo (2a parede)
0,0;... % 3o modo
0,0;... % 4o modo
y^2*(y-b)/((2*b/3)^2*(2*b/3-b)),...% 5o modo (1a parede)
-(y^2*(y-b)/((2*b/3)^2*(2*b/3-b)));...% 5o modo (2a parede)
y^2*(y-b)^2/((b/2)^2*(b/2-b)^2),...% 6o modo (1a parede)
y^2*(y-b)^2/((b/2)^2*(b/2-b)^2)]; % 6o modo (2a parede)
y^2*(y-b)^2/((b/2)^2*(b/2-b)^2),...% 7o modo (1a parede)
-(y^2*(y-b)^2/((b/2)^2*(b/2-b)^2)),...% 7o modo (2a parede)
v=[sin(teta),-sin(teta);... % 1o modo
sin(teta),sin(teta);... % 2o modo
0,0;... % 3o modo
0,0;... % 4o modo
0,0;... % 5o modo
0,0]; % 6o modo
u=[(b-y)*sin(teta),-(b-y)*sin(teta);... % 1o modo
sin(teta)*(b/2-y),sin(teta)*(b/2-y);... % 2o modo
(b-y)*sin(teta),-(b-y)*sin(teta);... % 3o modo
sin(teta)*(b/2-y),sin(teta)*(b/2-y);... % 4o modo
0,0;... % 5o modo
0,0]; % 6o modo
sigma=[-(1-y/b);(1-y/b)];
































%vector e valor próprios:
[vp,LAMBDA]=eig(K,H);
%devolve a carga crítica mínima e a sua posição:
tmp=LAMBDA;tmp(tmp==0)=NaN;vector_minimos=min(tmp);
[cr,posicao]=min(abs(vector_minimos));
vec_cr(h,:)=cr; %vector que guarda os parâmetros críticos para cada L.
vp1m=vp(:,posicao); %devolve a coluna do vector próprio da carga crítica.
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prc=abs(vp1m)/sum(abs(vp1m))*100; % percentagem de participação dos modos.
percentagem(:,h)=prc’; %guarda os vectores percentagem numa matriz.
comp(h,:)=L; %guarda os semi-comprimentos L num vector.
end
[p_cr,pos]=min(vec_cr); %devolve a carga crítica e a sua posição no vector.
%OUTPUT:
disp([’Parâmetro crítico no presente intervalo = ’ num2str(p_cr)...
’ MPa, ocorre para L = ’ num2str(comp(pos)) ’mm’]);









titulo=title ([’Evolução do parâmetro crítico de carga para teta = ’...
num2str(teta*180/pi) ’ e b/t = ’ num2str(b/t)]);
eixoxx=xlabel(’Semi-comprimentos de onda (mm)’);
eixoyy=ylabel(’\sigma (MPa)’);
legend(’1o modo de instabilidade’,...
’location’, ’NorthEast’)









set(figura1,’Position’, [200 100 750 400]);
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titulo=title ([’Participação dos modos de deformação para teta = ’...
num2str(teta*180/pi) ’ e b/t = ’ num2str(b/t)]);
eixoxx2 = xlabel(’Semi-comprimentos de onda (mm)’);
eixoyy2 = ylabel(’Percentagem acumulada (%)’);
legend(’1o modo de deformação’,’2o modo de deformação’,...
’3o modo de deformação’,’4o modo de deformação’,...
’5o modo de deformação’,’6o modo de deformação’,...
’7o modo de deformação’,’8o modo de deformação’,...
’9o modo de deformação’,’location’, ’SouthEast’);









set(figura2, ’Position’, [200 100 750 400]);
end
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